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Poglavlje 1

Istorijski uvod i fizikalne osnove
kvantne mehanike

Kvantna mehanika se razvila tokom prve tri decenije dvadesetog vijeka kao
odgovor na neuspjeh klasi¢nih teorija, kako Newtonove mehanike (I. New-
ton (Njutn), 1642.-1727.), tako i teorije elektromagnetnog polja, da daju
objasnjenje nekih osobina elektromagnetnog zrac¢enja i strukture atoma. Poka-
zalo se da se pomocu te nove teorije mogu objasniti ne samo struktura i oso-
bine atoma, ve¢ i na¢in medusobne interakcije atoma i molekula u ¢vrstim
tijelima, kao i njihove interakcije sa elektromagnetnim zracenjem. Da bi
postigla takav uspjeh kvantna mehanika se morala razviti na konceptima koji
su potpuno razli¢iti od onih u klasi¢noj fizici. To je izmijenilo nas pogled na
prirodu svijeta oko nas.

Na kraju devetnaestog vijeka nauka je materijalne cestice i zracenja opi-
sivala potpuno razli¢itim zakonima. Kretanje materijalnih tijela opisivano je
zakonima Newtonove mehanike, dok su osobine elektromagnetnog zracenja
uspjesno objadnjene Mazwellovom teorijom elektromagnetnog polja (J. C.
Maxwell (Maksvel), 1831.-1878.). Maxwellova teorija, potvrdena Hertzovim
eksperimentima (Heinrich Rudolf Hertz (Herc), 1857.-1894.) je omoguéila
jedinstvenu interpretaciju niza pojava za koje se ranije smatralo da pripadaju
razli¢itim oblastima: elektricitetu, magnetizmu i optici. Interakcija zracenja
i materije bila je dobro objasnjenja Lorentzovom silom (H. Lorentz (Lorenc),
1853.-1927.). Taj skup zakona je na zadovoljavajuéi nac¢in objasnjavao sva
dotadasnja eksperimentalna zapazanja.

Pocetkom dvadesetog vijeka dolazi do revolucionarnog preokreta u fizici.
Nezavisno jedna od druge pojavile su se relativisticka fizika i kvantna fizika.
Klasi¢ni zakoni prestaju da vaze za materijalna tijela koja se krecu vrlo
velikim brzinama, uporedljivim sa brzinom svjetlosti (relativisticka oblast).
Klasicéni zakoni su takoder podbacili na atomskoj i subatomskoj skali (kvantna
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oblast). Vazno je zapaziti da se na klasi¢nu fiziku, u obadva ta slucaja, moze
gledati kao na aproksimaciju novih teorija, aproksimaciju koja je ispravna
za vetinu fenomena sa kojima se susre¢emo u svakodnevnom zivotu. Npr.,
Newtonova mehanika omogucava da se korektno predvidi kretanje ¢vrstog
tijela ako je to kretanje nerelativisticko (tj. ako mu je brzina mnogo manja
od brzine svjetlosti u vakuumu) i ako je to tijelo makroskopsko (tj. ako su mu
dimenzije mnogo veée od dimenzija atoma). Bez obzira na to, sa fundamen-
talne tacke gledista, kvantna teorija je neophodna. To je jedina teorija koja
omogucava da se shvati zasto ¢vrsta tijela uopste postoje, kao i da odredi vri-
jednosti makroskopskih parametara (gustoce, specificne toplote, elasti¢nosti,
itd.) koje su im pridruzene. Pored toga, bitno je da je kvantna teorija dovela
do ujedinjenja dvaju fundamentalnih fizikalnih koncepata: cestica i talasa.
O tom tzv. Cesticno-talasnom odnosno korpuskularno-valnom dualizmu bice
kasnije viSe rijeci.

Glavni cilj ovoga kursa Kvantna mehanika I je da se upoznamo sa os-
novama nerelativisticke kvantne mehanike. U okviru predmeta Kvantna
mehanika IT posebnu paznju posvetit ¢emo rjeSavanju konkretnih problema
i primjenama kvantne mehanike. Zadnji dio toga kursa bit ¢e uvod u rela-
tivisticku kvantnu mehaniku.

U ovom uvodnom poglavlju prvo ¢emo detaljno analizirati zakone zracenja
Cije je objasnjenje predstavljalo prvi uspjeh kvantne teorije. Zatim ¢emo
navesti niz eksperimenata koji su uspjesno objasnjeni tek nakon sto je pri-
hvac¢ena neophodnost kvantiziranja fizikalnih veli¢ina. Konacno, u zadnjem
odjeljku ¢emo posvetiti paznju cesticno-talasnom dualizmu i principu kom-
plementarnosti. Izlaganje u ovom poglavlju je nesto obimnije i moze posluziti
kao dopuna kursa atomske fizike.

1.1 Zakoni zracenja

Sa istorijske tacke gledista, pocetak razvoja kvantne teorije je povezan sa
zakonima zracenja. Krajem devetnaestog vijeka zakon zracenja crnog ti-
jela, koji daje zavisnost gustoce energije od frekvencije zracenja i temper-
ature, bio je opisan sa dvije odvojene, medusobno kontradiktorne, formule
klasicne fizike. Rayleigh-Jeansov (Lord Rayleigh (Rejli), 1824.-1919., i J.
Jeans (Dzins), 1877.-1946.) zakon zracenja se slagao sa eksperimentima za
velike talasne duzine (tj. niske frekvencije), dok je Wienov (W. Wien (Vin),
1864.-1928.) zakon bio ispravan za kratkotalasno zracenje. Tu kontradikciju
je razrijesio Planck (M. Planck (Plank), 1858.-1947.), izvevsi formulu koja
vrijedi za sve talasne duzine i sadrzi u sebi (kao grani¢ne slucajeve) obadva
pomenuta zakona. Pri tome je uveo novu konstantu h, koja je kasnije naz-
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vana po njemu. 14. decembra 1900. godine Max Planck je predstavio svoje
rezultate na sastanku Njemackog fizickog drustva u Berlinu. Taj dan se
smatra “rodendanom” kvantne teorije.! Zato ¢emo u ovom poglavlju prvo
razmotriti zakone zracenja crnog tijela.

1.1.1 Gustoca energije elektromagnetnog polja

Elektromagnetno polje ¢emo opisivati klasicnim jednacinama i pokazat ¢emo
da se hipoteza kvanta svjetlosti moze uvesti u klasi¢nu teoriju koristeé¢i jedan
dopunski uslov za izracunavanje energije elektromagnetnog polja. Izvest
¢emo Planckovu formulu koja opisuje spektralnu raspodjelu energije elek-
tromagnetnog zracenja unutar rezonatora u termodinamickoj ravnotezi pri
temperaturi 7. Takvo zracenje se moze nazvati zracenjem crnog tijela. Pod
pojmom rezonatora ovdje podrazumijevamo homogenu i izotropnu dielek-
tricnu sredinu koja je zatvorena u nekoj zapremini V' i koja neprekidno emi-
tuje i apsorbuje elektromagnetno zracenje. Prema klasi¢noj teoriji, gustoca
energije elektromagnetnog polja, opisanog jac¢inama elektricnog polja E i
magnetnog polja H, odredena je formulom:

w =

N | —

(esE2 —i—,uH2) = /wl,dl/, (1.1)
0

gdje je € = eper, 1 = Hofir, € relativna (dielektricna) permitivnost, g permi-
tivnost za vakuum, p, relativna (magnetna) permeabilnost, a py (magnetna)
permeabilnost za vakuum. Te veli¢ine su povezane sa brzinom elektromag-
netnog talasa u razmatranoj sredini v formulom euv? = 1 (za vakuum je
gottoc® = 1).2 Drugi dio formule (1.1) daje vezu gustoce energije w i spek-
tralne raspodjele gustoce energije w, = Jw/0v. Moze se pokazati da je
spektralna raspodjela gustoce energije zracenja w, univerzalna funkcija koja
ne zavisi ni od oblika rezonatora, ni od prirode dielektri¢ne sredine, ve¢ samo
od frekvencije v i temperature 7: w, = w,(v,T) (to je prvi Kirchhoffov
(K. G. Kirchhoff (Kirhof), 1824.-1887.) =zakon). Funkcionalnu zavisnost

10 istorijskom razvoju kvantne teorije pogledati npr. referencu: More Things in Heaven
and Earth. A celebration of physics at the millenium, editor B. Bederson, Springer and
The American Physical Society, New York, 1999.

2Vrijednosti fundamentalnih fizickih konstanti mogu se naéi npr. u: E. R. Cohen,
B. N. Taylor, The 1986 Adjustment of the Fundamental Physical Constants, report of
the CODATA Task Group on Fundamental Constants, CODATA Bulletin 63, Pergamon,
Elmsdorf, New York, 1986.; Rev. Mod. Phys. 57, 1121 (1987). Za gore navedene slu¢ajeve
one iznose: €9 = 8,854187817- 1072 Fm™, up =47 -100" Hm ' =47 -107" N A2,
c=299792458 m s~ 1.
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w, = w,(v,T) ¢emo odrediti u tri koraka. Prvo ¢emo izvesti izraz za za-
visnost polja u rezonatoru od prostorne koordinate, a zatim ¢emo odrediti
broj razli¢itih modova polja.®> Treé¢i korak ¢e biti da izracunamo energiju
moda pri temperaturi 7.

1.1.2 Koordinatna zavisnost polja u rezonatoru

Iz Maxwellovih jednacina slijedi da vektor jacine elektricnog polja E zado-
voljava talasnu jednacinu:

1 O’°E

VE=—— 1.2

v2 Ot2’ (1.2)
gdje je V? Laplaceov (Pierre Simon de Laplace (Laplas), 1749.-1827.) opera-
tor, a v brzina prostiranja talasa. RjeSenje jednacine (1.2) se moze dobiti
razdvajanjem prostornih i vremenskih promjenljivih:

B(r,t) = f(t)u(r), (13)
gdje u(r) i f(t) zadovoljavaju jednacine:
Viu = —Fku, (1.4a)
CC%C = —wf, (1.4b)
k je konstanta, a w = vk. RjeSenje jednacine (1.4b) je:
f(t) = fosin(wt + ¢), (1.5)

gdje su fy i ¢ proizvoljne konstantne velicine.

Pretpostavimo da su zidovi rezonatora (pravougaonog oblika, slika 1.1)
idealno propusni, tako da je tangencijalna komponenta polja jednaka nuli na
granicama rezonatora (matematicki se to izrazava jednac¢inom E x n = 0,
gdje je n normala na povrsinu rezonatora). Uz takav grani¢ni uslov, rjesenje
Helmholtzove (H. Helmholtz (Helmholc), 1821.-1894.) jednacine (1.4a) je
oblika:

Uy = €;coskixsinkyysinksz,
Uy = e, sinkx cos kyysin k32,
u, = e,sinkxsinkyy cosksz, (1.6)

pri cemu, ako zelimo da grani¢ni uslov bude zadovoljen na svim vanjskim
povrSinama rezonatora, moraju biti ispunjeni uslovi:

3Jedan mod je taéno odredeno rjesenje talasne jednacine za vektor jacine elektri¢nog
polja, ili, pojednostavljeno receno, mod je zrak svjetlosti tacno odredenog smjera i polar-
izacije.
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2a

/ L

x
Slika 1.1: Pravougaoni rezonator.

nym NaT n3m

kl = 21—a, ]i'g = 22—a, kg = % (17)
Konkretno, za x = 2a je sinkjxz = 0, pa je uy, = u, = 0, sto se i zahtjeva
(grani¢nim uslovom). Veli¢ine kq, ko i k3 su komponente valnog vektora k koji
odreduje smjer prostiranja elektromagnetnog talasa, pri ¢emu je k% = k? +
k3 + k32, ¢ime je odredena i frekvencija v = kv/(2m). Pozitivni cijeli brojevi
ni, no i ng predstavljaju broj ¢vorova moda stojec¢eg talasa u smjeru x, y i z,
respektivno. Maxwellova jednacina V - E = 0 vodi na uslov ortogonalnosti
polja E i valnog vektora k:

k-e=0. (1.8)

Uslov (1.8) ukazuje na to da vektor e lezi u ravni okomitoj na k. U toj ravni
za izbor smjera vektora e ostaju samo dva stepena slobode, sto odgovara
dvjema komponentama polarizacije polja. To znaci da svaki skup brojeva
(n1,mn2,n3) odreduje dva moda polja koji se razlikuju po polarizaciji. Svako
pobudenje elektromagnetnog polja se moze predstaviti u obliku sume takvih
modova polja.

1.1.3 Broj razlicitih modova polja

Izracunajmo broj modova u rezonatoru N (v) koji imaju frekvenciju u inter-
valu [0, ], odnosno amplitudu valnog vektora k u intervalu [0, 27v/v]. Na
osnovu jednacine (1.7), ocito je da su u sistemu koordinata ki, ks, k3 mogucée
vrijednosti k date vektorima koji spajaju koordinatni pocetak sa ¢vornim
tackama trodimenzionalne resetke prikazane na slici 1.2. Posto su velicine
ki, ko i k3 pozitivne, to uzimamo samo tacke koje leze u pozitivnhom ok-
tantu. Broj takvih tacaka je jednak jednoj osmini odnosa zapremine sfere sa
centrom u koordinatnom pocetku, radijusa 27v/v, i zapremine elementarne
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¢elije dimenzija 7/(2a), 7/(2a) i w/L. Uzimajuéi u obzir da svakom vek-
toru k odgovaraju dva moda polja (tj. dva nezavisna smjera polarizacije),

dobijamo:
ks

27/ L

Tl L

/2a

27l 2a

Slika 1.2:  Dozvoljene vrijednosti vektora k za rezonator u obliku
pravougaonika.

14m (2mv)3 3
lir (2m)® g
N(y):283(”) =y, (1.9)
LIS 303
2a 2a L

gdje je V' zapremina rezonatora. Dakle, trazeni broj modova u jedinici za-
premine i u jedinicnom frekventnom intervalu je:

1dN(v) 8mv?
Vo odv 3

(1.10)

1.1.4 Srednja energija moda u rezonatoru. Rayleigh-
Jeansova i Wienova formula

Predimo sada na drugi korak naseg problema nalazenja zavisnosti w, (v, T)
i izracunajmo srednju energiju proizvoljnog moda u rezonatoru na tempera-
turi 7. U skladu sa Boltzmannovom (L. Boltzmann (Bolcman), 1844.-1906.)
statistikom, vjerovatnoca da energija datog moda rezonatora poprima vrijed-
nosti izmedu E i FE 4 dE je proporcionalna e~ #/#T)d[ tako da je srednja
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energija moda:

[ Ee mTdE
E=2  — kT 1.11
i ef’“BLTdE ( )
0
Trazena spektralna gustoca energije je jednaka proizvodu broja modova u
jedinici zapremine i u jedini¢nom frekventnom intervalu, (1.10), i srednje
energije moda E, (1.11):
w, — ldN(V>E _ 82
V o dv v3
To je Rayleigh-Jeansova formula. Ta formula je u suprotnosti sa eksperi-
mentalnim rezultatima za visoke frekvencije, dok je za niske frekvencije v
slaganje teorije i eksperimenta vrlo dobro. Lako se moze pokazati da for-
mula (1.12) nije ispravna ako se pokusa izracunati integralna gustoca energije
w = fooo w,dv. Dobija se da w — oo, sto znac¢i da klasi¢na teorija ne daje
ispravne rezultate za zraCenje crnog tijela. Divergencija gustoée energije w
je poznata pod nazivom ultraljubicasta katastrofa.
Drugaciji zakon zracenja je izveo Wien. Pretpostavljaju¢i da je raspod-
jela gustoce energije po frekvencijama analogna Maxwellovoj raspodjeli mole-
kula gasa po brzinama, izveo je slijedeci rezultat:

kpT. (1.12)

w, = CyleC2v/T, (1.13)

gdje su C 1 Cy konstante. Wienov zakon zracenja (1.13) se slaze sa eksperi-
mentima samo u oblasti malih talasnih duzina.

1.1.5 Planckova formula

Probleme do kojih je dovela primjena klasi¢ne teorije na zracenje crnog tijela
rijesio je Planck uvodeéi hipotezu o kvantima svjetlosti. Prema toj hipotezi
energija datog moda rezonatora ne moze da poprima proizvoljne vrijednosti
od 0 do 0o, kao §to je to pretpostavljeno pri izvodenju formule (1.11), veé
samo “porcije” energije oblika E = nhv, gdje je n pozitivan cijeli broj, a
h neka konstanta (kasnije nazvana Planckova konstanta). Tada u (1.11)
umjesto integrala imamo sume i vrijedi:

) nzonhue_’?g; Iy
E= - (1.14)

nhv

oo
Z e kpT ekBT — 1
n=0
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Ta formula se sustinski razlikuje od (1.11). U grani¢nom slucaju kada h — 0,
formula (1.14) se svodi na (1.11) (upravo limes A — 0 odgovara prelazu sa
kvantne na klasi¢nu teoriju). Trazena Planckova formula, na osnovu (1.10) i
(1.14), je:

82 hv
w, = _
3 hv
U7 ekT — 1

(1.15)

Ta formula je u saglasnosti sa eksperimentima. Za visoke frekvencije ona se
svodi na Wienovu formulu (1.13). Na osnovu Planckove formule (1.15), za
totalnu gustocu energije zracenja crnog tijela dobija se:

o0 o0 o0

/ J 87Th/ vidy 8mkpT* / r3dx
w = w,ayv = = ,

V3 e’“ng 1 v3h3 et — 1

0 0 0

34 87%}% 16 3 4

w = an’T , 4= W = 7, 565 91(52) 1077 Jm™? K& s (116)
c
< zdr o«

a n je indeks prelamanja sredine

gdje je koristena formula [ e = T
0

(v=rc/n).

1.1.6 Einsteinovo izvodenje Planckove formule

U ovom odjeljku ¢emo predstaviti nesto drugacije izvodenje Planckove for-
mule koje potice od Einsteina (A. Einstein (Ajnstajn), 1879.-1955.) i koje
se ne bazira na izracunavanju broja modova i njihove srednje energije. Pret-
postavimo da imamo rezonator — crno tijelo, ¢iji se zidovi odrzavaju na kon-
stantnoj temperaturi 7. Kada je sistem u termodinamickoj ravnotezi sredina
unutar rezonatora se nalazi u polju zracenja ¢ija je spektralna gustoca ener-
gije w,. U sredini se odvijaju procesi spontane emisije, stimulisane emisije i
apsorpcije. Posto se cijeli sistem nalazi u stanju termodinamicke ravnoteze,
broj prelaza sa nizeg energetskog nivoa m na visi nivo n mora biti jednak
broju prelaza sa nivoa n na nivo m. Oznac¢imo vjerovatnoéu apsorpcije
sa Wi, vijerovatnoc¢u stimulisane emisije sa W,,, i vjerovatno¢u spontane
emisije sa A,,. Uvedimo konstantne koeficijente B,,, i By, (tzv. Ein-
steinove koeficijente B):

Wmn = anwl/m (117&)
W = Bumiy,. (1.17D)
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gdje je vy = vpm = (E, — E) /b (E, i E,, su energije nivoa n i m, respek-
tivno). Neka su N,, i N,, ravnotezne naseljenosti nivoa n i m.* Tada uslov
termodinamicke ravnoteze glasi:

Apim N + By, Ny = B Wy N, (1.18)
Prema Boltzmannovoj statistici je:

N, In hvg
—— _ 1.19
Nm 9m P ( kBT) ’ ( )

gdje su g, i g, statisticke tezine ili stepeni degeneracije datih nivoa, tj.
brojevi kvantnih stanja sa istim energijama. Tada se, na osnovu (1.18),
dobija:
gnAnm
Wy, = g . (1.20)
gmanekBT - ganm

Poredenjem (1.20) sa Planckovom formulom (1.15), zaklju¢ujemo da je:

gman = ganma (121&)

2

A = Bon 8 by = B, 8h (ﬂ)?’. (1.21b)

v v

Jednac¢ina (1.21a) pokazuje da su vjerovatnoéa apsorpcije i vjerovatnoca
stimulisane emisije, uzrokovane zracenjem crnog tijela, u slucaju jednake
degeneracije nivoa (g, = gn), jednake. Jednacina (1.21b) omogucava da se
izracuna koeficijent A,,, na osnovu poznatog koeficijenta B,,,. Koeficijent
B, se moze izracunati primjenom formalizma kvantne mehanike.

1.1.7 Ekscitancija. Stefan-Boltzmannov zakon i Wienov
zakon pomjeranja

Cesto se umjesto zapreminske gustoée w koristi velicina M — ekscitancija
(emitancija ili emisiona sposobnost). Ekscitancija je gustoca izlaznog fluksa

zracenja 1 povezana je sa gustocom energije w formulom (vidjeti zadatak
1.1.1):

M= Zw, (1.22)

4Naseljenost ili populacija nivoa je broj atoma u jedinici zapremine koji se “nalazi” na
tom nivou.
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tako da je:
M =n2T*, o= % = 5,67051(19) - 107 W m~2 K%, (1.23)

Ova relacija predstavlja poznati Stefan-Boltzmannov zakon (J. Stefan (Ste-
fan), 1835.-1893.), a konstanta o se naziva Stefan-Boltzmannova konstanta.

Eksperimentalno se obi¢no mjeri spektralna ekscitancija My = OM /O\ =
—vM, /A\* kao funkcija talasne duzine (vidjeti zadatke 1.1.1 i 1.1.2). Na slici
1.3 je prikazana zavisnost M) od A za cetiri razli¢ite vrijednosti temperature
T. Vidimo da M, ima maksimum pri odredenoj vrijednosti A. Interesuje nas
kakva je raspodjela gustoce energije po talasnim duzinama w, = 4M, /v i
kako talasna duzina A.y, koja odgovara maksimalnoj vrijednosti wy, zavisi
od temperature. Rezultat te analize (vidjeti zadatak 1.1.2) je Wienov zakon
pomjeranja:

1
Amax = —%, b =2,897756(24) - 10° m K. (1.24)
n

500 1000 1500 2000
Vidljivo 1 i

Slika 1.3: Ekscitancija M) zracenja crnog tijela kao funkcija talasne duzine za
razlicite temperature. Na slici je oznacena vidljiva oblast spektra (osjenceni
dio) i kriva koja odgovara Wienovom zakonu pomjeranja (isprekidana linija).

Uvedimo apsorpcionu spektralnu sposobnost ili koeficijent apsorpcije zra-
cenja frekvencije v, A,, kao odnos energije koju apsorbuje element povrsine
tijela u jednoj sekundi u frekventnom intervalu (v, v + dv) i totalne energije
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koja pada u jednoj sekundi na taj element povrsine u istom frekventnom in-
tervalu. Prema drugom Kirchhoffovom zakonu odnos emisione i apsorpcione
spektralne sposobnosti proizvoljnog tijela u ravnoteznom stanju je:

M, v

N 1.2
A, 4 (1.25)

Za apsolutno crno tijelo (npr. suplji rezonator sa malim otvorom, slika 1.4;
zracenje koje ude u rezonator u potpunosti se apsorbuje) je A, = 1. Za
stvarna tijela je A, < 1, tako da je i integralna emisiona sposobnost takvih
tijela manja. Konkretno, ona je M’ = kM, gdje je M dato sa (1.23) i odnosi
se na apsolutno crno tijelo, a x je koeficijent koji zavisi od vrste materijala i
temperature (npr. za volfram pri T'= 1500 K je k = 0, 15).

Slika 1.4: Model apsolutno crnog tijela.

1.1.8 Specificna toplota sistema materijalnih cestica

Atomi u ¢vrstim tijelima osciluju oko ravnoteznog polozaja. To oscilovanje
se moze opisati sistemom nezavisnih harmonijskih oscilatora. Gustoca ener-
gije takvog sistema oscilatora se moze opisati analogno kao gustoca energije
elektromagnetnog polja. Pri tome, pored transverzalnih, treba uzeti u obzir
i longitudinalne talase, tj. umjesto faktora 2 u formuli (1.9) treba uzeti
faktor 3. Dakle, i klasi¢ni (1.12) i kvantni (1.15) rezultat za spektralnu
gustoc¢u energije pri odredenoj temperaturi 7' treba pomnoziti sa faktorom
3/2. Specificna toplota sistema ¢estica u ¢vrstim tijelima se definise (pri
konstantnoj zapremini V') kao ¢y = (0w/90T),,. Klasicni rezultat [vidjeti
jednacinu (1.12)] vodi na to da cy ne zavisi od temperature. Medutim,
eksperimentalni rezultati za specificnu toplotu pokazuju da ¢y — 0 kada
T — 0, i to, pri niskim temperaturama, kao 7°. Dakle, i u ovom slu¢aju
se klasi¢na teorija ne slaze sa eksperimentima. Medutim, Planckova for-
mula [vidjeti jedna¢ine (1.15) i (1.16)] je u saglasnosti sa eksperimentima.
Planckova hipoteza o kvantima je razjasnila i ovaj problem klasi¢ne teorije.
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Napomenimo da je teoriju specificne toplote sistema Cestica u ¢vrstim tije-
lima formulisao Debye (P. J. W. Debye (Debaj), 1884.-1966.) 1912. godine.
Nesto ranije, 1907. godine, Einstein je dao slicnu, ali vrlo pojednostavljenu
teoriju.

1.1.9 Zadaci

Zadatak 1.1.1. Nadi vezu izmedu gustoce energije w u rezonatoru crnoga
tijela i gustoce izlaznog fluksa zracenja koje emituju zidovi crnoga tijela.
Rjesenje: lzrac¢unajmo, koristeéi se prikazanom slikom, gustoéu emisije u

das

nekoj zapremini V' unutar rezonatora, koja je uzrokovana zracenjem zidova
rezonatora. Vrh konusa prostornog ugla d{2 se nalazi na elementu povrsine
dS koji se od zapremine V' nalazi na rastojanju r. Presjek toga konusa sa
zapreminom V' formira cilindar popreénog presjeka ds i duzine [. U skladu
sa Lambertovim (J. H. Lambert, 1728.-1777.) kosinusnim zakonom, snaga
koju emituje element povrsine dS u prostorni ugao df) u smjeru odredenom
uglom € u odnosu na normalu na tu povrsinu je de/dt = B cos dSdS2, gdje
je B sjaj povrsine crnog tijela (za fizikalnu veli¢inu sjaj koriste se i nazivi
povrsinska gustoca zracenja ili radijancija i oznaka L). Energija u zapremini
Viee= %B cos Hde—S, gdje je [ /v vrijeme prolaska zra¢enja kroz zapreminu
V, a dQ = ds/r?. Ukupni doprinos od elementa povrsine dS u zapremini V/
se nalazi integriranjem po svim prostornim uglovima koji polaze od elementa
dS, sto daje [lds = V. Nadalje, treba integrirati energiju zracenja po cijeloj
povrsini crnoga tijela. Tako za gustoc¢u energije u zapremini V' dobijamo: w =
E

T = % i Ci—éedS . Veli¢ina cos 0‘1—5 je jednaka prostornom uglu d€’ pod kojim

se povrsina dS vidi iz bilo koje tacke zapremine V' (za koju se pretpostavlja
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da je vrlo mala), tako da je:
B !/
w=— [ dQ =4rB/v. (1.26)
v
S druge strane, gustoca izlaznog (emitovanog) fluksa zracenja (za ovu velic¢inu

se koriste i nazivi ekscitancija, emitancija ili emisiona sposobnost) je (prorac¢un
se vrsi u sfernim koordinatama):

/2 2 /2 2%
1
M = / / B cos 0d) = B/ /cos&sin@d&dcp: B-27T-§ =7B.(1.27)
0=0 =0 0=0 =0

Poredenjem (1.26) i (1.27) konacno se dobija:

4
w = —M. (1.28)

v
Analogno, za spektralnu gustoéu zracenja vrijedi: w, = 4M, /v, tako da
je, na osnovu Planckove formule (1.15), spektralna gustoca izlaznog fluksa

hv ]
exp( k}]l;T> -1
Zadatak 1.1.2. Izvesti Wienov zakon pomjeranja polaze¢i od Planckove

formule.
Rjesenje: Planckova formula glasi: w, = 8my hy ) . Wienov zakon daje

zracenja koje emituje povrsina crnog tijela data sa: M, = 27 (%) 2

3

U hv

ex
p(kBT

vezUl Amax 1 1. Na osnovu toga zaklju¢ujemo da nam treba izraz za spektralnu
raspodjelu energije po talasnim duzinama wy. Vrijedi: dw = wyd\ = %dA =

ow 1, _ — v dv _ _ v B 8mhu
oy AV = wydv, v = 3, (X = =33, Wx = Wygy = —32Wy = = 35T tho) b)) 1]
Maksimum se dobija iz uslova: Ow,/OA = 0. Ako oznacimo x = /\IZZT,

uslov Jw,/O\ = 0 vodi na slijedecu transcendentalnu jednacinu za x: b =

xe®/ (e* — 1), ¢ije numericko rjesenje je x = 4,965 114 23, odakle slijedi da
je Amax? = % = 1p, gdje je b = 2898 um K konstanta Wienovog zakona

kpr =~ n

pomjeranja. Primjer: Tsynea = 6000 K = A\ax = 0,483 pm.

Zadatak 1.1.3. Napisati Rayleigh-Jeansovu i Planckovu formulu za
spektralnu gustoéu raspodjele energije (u vakuumu) po ugaonoj frekvenciji
w.

Low _ 1 2

o Spmie- — dw _ RJ _ w2 P_ w Fiw
Rjesenje: w, = 32 = 5-50 = 5-w, = w, = —55ksT, w, = 5 e
e"B* —1

Zadatak 1.1.4. Zanemarujuci gubitke toplote na toploprovodnost izra-
¢unati snagu elektricne struje P koja je neophodna za zagrijavanje niti precni-
ka D = 0,5 mm i duzine [ = 10 cm do temperature T = 3000 K. Smatrati
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da nit emituje zracenje kao apsolutno crno tijelo.
Rjesenje: M = P/S = oT*, gdje je P traZena snaga, a S povrSina niti:
S=Drl+2- 27 =Dr(1+2). P=SoT*=Dr (I+2)oT* =723 W.

Zadatak 1.1.5. Za otkrivanje tumora koriste se uredaji (termografi)
koji registruju male promjene temperature ljudske koze. Koza iznad tumora
je toplija tako da je toplotno zracenje tog dijela koze intenzivnije, Sto se
prikazuje razlicitim bojama na termogramu. Kolika je procentualna razlika
energije toplotnog zracenja koze na temperaturama 35° C i 36° C?
Rjesenje: Stefan-Boltzmannov zakon za temperature 77 = (273,15+35) K =
308,15 K i Ty = 309,15 K glasi F, = 0T} i By = 0Ty, gdje je emisivnost
koze ¢ ista za obadvije temperature. Trazena procentualna razlika energija
jer (B2 — E0)/Er = (T = 1Y) /T = 1,3%.

Zadatak 1.1.6. Oko je najosjetljivije na svjetlost talasne duzine 555 nm.
Koliku temperaturu mora imati apsolutno crno tijelo da bi mu maksimum
zrac¢enja bio upravo na toj talasnoj duzini?

Rjesenge: T = b/Amax = 5221 K.

1.2 Kvantiziranje fizikalnih velic¢ina

U prethodnom odjeljku smo, pomoc¢u Planckove hipoteze o svjetlosnim kvan-
tima, uspjesno objasnili zakone zracenja crnog tijela. Osim zracenja crnog
tijela postoje i druge pojave koje se mogu objasniti samo uvodenjem kvanata
elektromagnetnog zracenja, odnosno fotona. U ovom odjeljku ¢emo anal-
izirati neke od tih pojava. Napomenimo da ¢emo u tre¢em odjeljku vise
paznje posvetiti cesticno-talasnom dualizmu po kojem se elektromagnetni
talasi opisuju ili pomoc¢u fotona ili pomocu elektromagnetnih talasa, u zav-
isnosti od vrste problema koji se razmatra.

1.2.1 Fotoelektricni efekat

Druga pojava koja se nije mogla rastumaciti primjenom zakona klasi¢ne fizike
je fotoelektriéni efekat. To je proces emisije elektrona sa povrsine tijela (npr.
metala) kada se ono obasja elektromagnetnim zracenjem. Ironija je da je tu
pojavu otkrio upravo Hertz, coviek koji je svojim otkri¢em elektromagnet-
nih talasa omogucio da se ucvrsti klasi¢na fizika. On je, uporedo sa radom
na svom glavnom otkri¢u, 1887. godine zapazio da je preskakanje elektricne
varnice izmedu kuglica od cinka znatno olakSano ako se jedna od njih os-
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vijetli ultraljubicastom svjetloséu. 1888. godine engleski fizicar Hallwachs
(W. Hallwachs (Halvaks), 1859.-1922.) je otkrio da se pri toj pojavi iz
metala emituju neke negativno naelektrisane cCestice. To zapaza i profesor
Moskovskog univerziteta Stoljetov (Aleksandr Grigorevi¢ Stoljetov, 1839.-
1896.). U svojim istrazivanjima u periodu od 1888. do 1890. godine on kon-
struise prvi uredaj za mjerenje fotoelektricne struje. 1899. godine Thomson
(Joseph John Thomson (Tomson), 1856.-1940.) i Lenard (Philipp Lenard,
1862.-1947.) su pokazali, mjereéi odnos naelektrisanja i mase tih ¢cestica,
da su te negativno naelektrisane cestice elektroni. U periodu od 1899. do
1902. godine Lenard objavljuje svoje radove u kojima je sadrzan opis os-
novnih karakteristika pojave fotoelektricnog efekta. Objasnimo te rezultate
pomocu Seme eksperimentalnog uredaja za mjerenje fotoelektricnog efekta
koja je predstavljena na slici 1.5. Katoda K i anoda A su smjestene u stak-

bbb
Slika 1.5: Sema eksperimentalnog uredaja za mjerenje fotoelektriénog efekta.

leni balon iz kojeg je izvucen vazduh. Katoda se osvjetljava svjetloséu kroz
prozor od kvarcnog stakla koje, za razliku od obi¢nog stakla, propusta i ul-
traljubicaste zrake. Elektroni, koji su uslijed fotoelektricnog efekta izbaceni
iz katode, krec¢u se pod djelovanjem elektricnog polja prema anodi. Uslijed
toga, u kolu uredaja tece fotostruja koja se mjeri galvanometrom . Napon
izmedu katode i anode mjeri se voltmetrom V', a moze se mijenjati pomocu
potenciometra P. Zavisnost fotostruje od napona, pri konstantnoj vrijed-
nosti intenziteta svjetlosti kojom se osvjetljava katoda, predstavljena je na
slici 1.6. Sa slike se vidi da pri nekoj vrijednosti napona fotostruja dostize
zasienje (I = I,) i svi elektroni koji su izbaceni iz katode padaju na anodu.
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Nagib krive na slici ukazuje na to da elektroni izlije¢u iz katode sa razli¢itim
brzinama. Vidimo da fotostruja postoji i kada je napon U = 0. Toj struji
doprinose svi elektroni koji posjeduju brzine dovoljne da stignu do anode i
bez pomoc¢i napona U. Kada je napon negativan, on djeluje usporavajuée na
elektrone. Povecanjem tog usporavajuceg napona, moguce je u potpunosti
zaustaviti tok struje. Napon pri kojem je struja jednaka nuli naziva se napon
kocenja Uy. Pri tom naponu, ¢ak ni elektroni koji se kre¢u maksimalnom
brzinom v, ne mogu da stignu do anode. Zato mozemo pisati da je kineticka
energija tih elektrona, koji se kre¢u brzinom v,,, jednaka:

iva

_L."k 0 Ej-'

Slika 1.6: Zavisnost fotostruje od napona izmedu elektroda u eksperimentu
demonstracije fotoelektricnog efekta.

%mevi = el, (1.29)
gdje je me = 9,1093897(54) - 103! kg masa, a —e naelektrisanje elektrona
(e =1,60217733(49) - 1071 C je elementarno naelektrisanje). Dakle, mjere-
njem napona koc¢enja mozemo izracunati maksimalnu brzinu fotoelektrona.
Istrazivanja su vrsena sa katodama od razli¢itih metala. Pokazalo se da
za svaki metal postoji granicna frekvencija vy svjetlosti sa kojom se jos moze
postiéi fotoelektriéni efekat. Cak i kada je intenzitet svietlosti jak, ako joj je
frekvencija niza od te granicne frekvencije ona ne moze da izazove fotoelek-
tricni efekat. Medutim, ako je v > v, vec i svjetlost slabog intenziteta moze
da izbaci elektrone iz metala. Ova pojava se nije mogla objasniti primjenom
klasicne fizike. Brzina fotoelektrona bi, u skladu sa klasicnim zakonima, tre-
bala da raste sa pove¢anjem intenziteta elektromagnetnih talasa. Zato nije
bilo jasno zaSto svjetlost niske frekvencije, a visokog intenziteta, nije u stanju
da izazove fotoelektricni efekat. S druge strane, ako je intenzitet elektromag-
netnog talasa nizak, klasi¢no gledano, potrebno je dugo vremena da elektro-
magnetni talas preda svoju energiju elektronu. Nasuprot tome, eksperiment
je pokazao da do fotoelektricnog efekta dolazi gotovo istovremeno kada svjet-
lost frekvencije v > v, obasja katodu, bez obzira koliko nizak njen intenzitet
bio. Sa povecanjem intenziteta svjetlosti samo se povecavala struja zasi¢enja.
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Ove probleme je rijesio Einstein 1905. godine. On je pokazao da se sve
zakonitosti fotoelektricnog efekta mogu objasniti ako se pretpostavi da je
svjetlost, kao i sve druge vrste elektromagnetnog zracenja, kvantizirana i da
se apsorbuje u taéno odredenim “porcijama” — kvantima energije hv. Ovo
predstavlja dopunu Planckove hipoteze, po kojoj je energija oscilatora koji
emituje elektromagnetno zracenje kvantizirana i moze imati vrijednosti nhv.
Dakle, po Einsteinu, svjetlost ne samo da se emituje, ve¢ se i apsorbuje u
kvantima hv. Stavie, moze se smatrati da se svjetlost sastoji od Cestica
— kvanata svjetlosti, koje se nazivaju fotoni (naziv foton predlozio je 1926.
godine Lewis [G. N. Lewis (Luis)]. Pri interakciji sa elektronom foton moze
da mu preda svoju energiju hv. Prema tome, energija koju elektron prima
ne zavisi od intenziteta svjetlosti, ve¢ od njene frekvencije, Sto se slaze sa
eksperimentima. Definisimo izlazni rad A kao najmanju energiju koju je
potrebno predati elektronu da bi se on udaljio iz ¢vrstog ili tecnog tijela u
vakuum. Dio energije fotona koju je elektron apsorbovao trosi se upravo na
taj izlazni rad. Ako se elektron, nakon sto je osloboden, jos ne nalazi na
samoj povrsini, ve¢ na nekoj dubini, dio energije fotona se moze potrositi
na slucajne sudare tog elektrona (oznacimo tu energiju sa E;). Preostali
dio energije pretvara se u kineticku energiju Ex = m.v?/2 elektrona koji je
napustio povrsinu tijela. Energija Ey ¢e biti maksimalna ako je Ey = 0. Za
metale je karakteristicno to da se veliki broj elektrona ve¢ nalazi na povrsini,
pa se za njih moze uzeti da je Ex = 0. U tom slucaju vrijedi relacija:

1 2
hv = 5/MeVn + A, (1.30)
koja se naziva Finsteinova formula za fotoelektricni efekat. 1z te formule je
jasno da, ako je energija fotona manja od izlaznog rada A, do fotoelektri¢nog
efekta ne¢e do¢i. Prema tome, granic¢na frekvencija svjetlosti, pri kojoj dolazi
do fotoelektricnog efekta, je:

vy = A/h. (1.31)

Na osnovu relacije A = ¢/v slijedi da je fotoelektri¢ni efekat mogué ako je
talasna duzina:

A< A\ = he/A. (1.32)

Frekvencija vy, odnosno talasna duzina Ag, se naziva crvena granica fotoelek-
tricnog efekta.

Bilo je potrebno vise od deset godina da se Einsteinova formula provjeri
eksperimentalno sa dovoljnom tacnoséu da bi se na osnovu nje mogla odredi-
ti Planckova konstanta. Problem je bio u tome sto izlazni rad metala zavisi
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od stanja povrsine metala (od oksida i necistoéa na njoj). 1916. godine
americki fizicar Millikan (Robert Andrews Millikan (Miliken), 1868.-1953.)
je napravio uredaj pomocu koga je povrsinu metala cistio u vakuumu, nakon
cega je mjerio izlazni rad i istrazivao zavisnost maksimalne kineticke ener-
gije fotoelektrona [odredivao ju je mjereéi napon kocCenja, vidjeti jednacinu
(1.29)] od frekvencije svjetlosti. Rezultati su se u potpunosti slagali sa Ein-
steinovom formulom. Stavige, Millikan je odredio vrijednost Planckove kon-
stante i pokazao da se ona podudara sa vrijednoséu h nadenom iz spektralne
raspodjele gustoce energije toplotnog zracenja (Planckova formula). Iako ra-
zli¢iti metali imaju razlicite vrijednosti A i v, eksperimenti su pokazali da
za sve njih vrijedi Einsteinova formula sa istom vrijednoséu Planckove kon-
stante h. Za svoj eksperimentalni rad Millikan je dobio Nobelovu nagradu
1923. godine, dvije godine nakon sto je Einstein dobio Nobelovu nagradu za
svoje teorijsko objasnjenje fotoelektricnog efekta.

Pri razmatranju fotoelektricnog efekta pretpostavili smo da elektron ap-
sorbuje energiju samo jednog fotona, tj. da se radi o jednofotonskom procesu.
Sa otkri¢cem lasera, koji predstavljaju izvore zracenja vrlo jakog intenziteta,
postalo je moguce ostvariti multifotonske procese kod kojih fotoelektron ap-
sorbuje energiju N fotona (N > 2). Einsteinova formula za multifotonski
fotoefekat glasi:

1
Nhy = Emevfn + A. (1.33)

Granicna frekvencija v, se smanjuje N puta, a crvena granica fotoefekta se
pomjera prema duzim talasima (A, je N puta vece).

Osim vanjskog fotoelektricnog efekta o kojem smo do sada govorili, pos-
toji i unutrasngi fotoelektricni efekat. On se zapaza u dielektricima i polupro-
vodnicima. Prinjemu ne dolazi do emisije elektrona, ve¢ se oni samo odvajaju
od atoma i zadrzavaju se unutar dielektrika, odnosno poluprovodnika. Takvi
elektroni povec¢avaju elektriénu vodljivost.

1.2.2 Comptonov efekat

I pored uspjesnog Einsteinovog objasnjenja fotoelektricnog efekta, fizicari
jos nisu bili u potpunosti ubijedeni u korpuskularnu prirodu fotona. Nju je
definitivno potvrdio americki fizicar Compton (Arthur Compton (Kompton),
1892.-1962.), koji je 1923. godine otkrio da pri rasijanju rendgenskih zraka
na razlicitim materijalima moze doc¢i do promjene talasne duzine upadnog
zracenja (ova pojava je po njemu nazvana Comptonov efekat). Prema za-
konima klasiéne fizike talasna duzina upadnog zracenja se ne mijenja pri
rasijanju. Medutim, ako se pretpostavi da su fotoni cestice i da u elasticnom
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sudaru predaju dio svoje energije elektronima, analogno elasticnom sudaru
klasiénih cestica, Comptonov efekat se moze sasvim dobro objasniti. Jed-
nostavnim izvodenjem (primjenjuju se zakoni o¢uvanja energije i impulsa;
vidjeti zadatak 1.2.6), dobija se da se pri rasijanju fotona energije hv i im-
pulsa p = %k = % na slobodnim elektronima, pri ¢emu foton skrece za ugao
0, njegova talasna duzina poveca za:

AX=Ac (1 —cosB), o= =2,46231058(22) - 107" m.  (1.34)

MeC

Konstanta A¢ naziva se Comptonova talasna duzina. Rezultati eksperimen-
talnih istrazivanja rasijanja X-zraka na elektronima u ¢vrstim tijelima se do-
bro slazu sa ovom formulom. Ako se intenzitet zrac¢enja rasijanog za odredeni
ugao mjeri kao funkcija talasne duzine X-zraka, zapaza se maksimum upravo
za talasnu duzinu koju predvida formula (1.34). Maksimum intenziteta koji
je zapazen u eksperimentu ima malu, ali ipak konac¢nu, Sirinu. To se moze ob-
jasniti time da elektroni u ¢vrstim tijelima nisu obavezno u stanju mirovanja
ve¢ mogu imati neki kona¢ni impuls prije sudara. Prema tome, Comptonovo
rasijanje se moze koristiti da se izmjeri impuls elektrona.

I fotoelektriéni i Comptonov efekat su povezani sa interakcijom izmedu
elektromagnetnog zracenja i elektrona i potvrduju fotonsku prirodu elektro-
magnetnih talasa. Medutim, mozemo se zapitati zasto postoje dva razlicita
efekta, tj. zasto se fotoni X-zracenja rasijavaju na elektronima uz promjenu
talasne duzine, dok opticki fotoni (u fotoefektu) prenose svu svoju energiju
fotoelektronima. Osnovni razlog je taj Sto je u slucaju X-zraka energija fo-
tona mnogo veca nego energija veze elektrona u ¢vrstom tijelu, dok je kod
fotoefekta energija fotona samo malo vec¢a od energije veze elektrona. U pro-
cesu rasijanja X-zraka elektron biva direktno izbacen iz ¢vrstog tijela i mogu
se primijeniti zakoni ocuvanja energije i impulsa za foton i elektron, dok se
pri fotoefektu impuls razmjenjuje izmedu elektrona i atoma metala. Pri fo-
toefektu ukupna energija fotona sluzi za oslobadanje elektrona i povecanje
njegove kineticke energije. I pored tih razlika, u obadva slucaja zakljucak je
da upadno elektromagnetno zracenje pokazuje osobine koje su u saglasnosti
sa tim da se ono sastoji od fotona ¢ija energija i impuls su dati formulama:

E=hv=hw, p=hk (1.35)

Planckova konstanta h = 6,626 0755(40) - 1073* Js, koja povezuje energiju
fotona sa njegovom frekvencijom, je fundamentalna konstanta. Ponekad
je pogodno promijeniti notaciju i definisati konstantu A = h/(27), h =
1,05457266(63) - 1073* Js. U tom slucaju se umjesto frekvencije v koristi
ugaona frekvencija w = 27v.
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1.2.3 Linijski spektri i klasifikacija spektralnih linija

Prilikom elektricnog praznjenja u gasu atomi gasa se pobuduju i emituje
se elektromagnetno zracenje. Spektroskopskom analizom toga zraCenja je
otkriveno da se ono sastoji od serija linija ¢ije talasne duzine zavise od vrste
gasa koristenog u eksperimentima (slika 1.7). Svajcarski fizicar Ritz (Walter

fieo
i

ha,

o
mn

h 4

Slika 1.7: Prelazi izmedu energetskih nivoa: Ritzov princip kombinovanja.

Ritz (Ric), 1878.-1909.) je 1908. godine formulisao princip kombinovanja
po kome se nove spektralne linije mogu nacéi kombinovanjem (sabiranjem
ili oduzimanjem) dviju poznatih spektralnih linija. Postojanje spektralnih
linija je povezano sa prelazima (elektrona) izmedu diskretnih energetskih
nivoa atoma. Razmotrimo prelaz atoma iz stanja sa energijom FEj u stanje sa
energijom F,. Prema jednacini (1.35) i zakonu o¢uvanja energije, frekvencija
fotona emitovanog pri prelazu elektrona izmedu ta dva nivoa je:

hwi = E) — Ey = By — Epy + Ey — By, (1.36)

gdje smo na desnoj strani oduzeli i dodali energiju nekog drugog nivoa FE,,.
Za frekvencije vrijedi relacija:

§to je u skladu sa Ritzovim principom kombinovanja. Serije spektralnih linija
su rezultat prelaza sa visih energetskih nivoa na zajednicki nivo.

1.2.4 Franck-Hertzov eksperiment

Jos jedan eksperiment koji je demonstrirao kvantiziranje energije je ¢uveni
Franck-Hertzov eksperiment. Njega su izveli Franck (James Franck (Frank),
1882.-1964.) i Hertz (Gustav Hertz (Herc), 1887.-1975.) 1913. godine. Sema
njihovog uredaja predstavljena je na slici 1.8. U vakuumskoj cijevi se nalazi



1.2 Kvantiziranje fizikalnih velicina 21

razrijedena Zivina para (atomi zZive u gasovitom stanju). Katoda K se za-
grijava i emituje elektrone (termoelektronska emisija) koji se kreéu kroz gas
prema anodi A; pod djelovanjem razlike potencijala izmedu katode K i anode
A;. Ta razlika potencijala se mjeri voltmetrom V', a mijenja se pomocu po-
tenciometra P. Iza anode Ay, koja je u obliku mrezice, nalazi se druga anoda
Ay, koja sluzi kao kolektor elektrona. Izmedu anoda postoji mala (0,5 V) us-
poravajuca razlika potencijala. Galvanometar G registruje struju elektrona
koji su uspjeli savladati tu potencijalnu razliku i sti¢i do kolektorske ano-
de As. U eksperimentu se snimala zavisnost jac¢ine struje na galvanometru
od razlike potencijala U izmedu katode K i anode A;. Dobijeni rezultati
predstavljeni su na slici 1.9. Zapaza se da jac¢ina struje monotono raste

P k
M

Slika 1.8: Sema Franck-Hertzovog eksperimenta.
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Slika 1.9: Zavisnost struje od potencijalne razlike u Franck-Hertzovom
eksperimentu.

i dostize maksimum kada je U = 4,9 V, nakon ¢ega naglo opada, da bi sa
daljim povec¢anjem razlike potencijala U ponovo pocela rasti. Drugi maksi-
mum struja dostize za U = 9,8 V, nakon ¢ega ponovo naglo opada, a zatim
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raste. Tre¢i maksimum dostize za U = 14,7 V itd. Rezultati eksperimenta se
mogu jednostavno objasniti primjenom Bohrove teorije. Atomi zive u gasu
su u osnovnom stanju sa energijom FE;. Da bi ih elektroni sudarima preveli u
prvo pobudeno stanje ¢ija je energija Es, moraju im predati u neelasticnom
sudaru energiju Ey — E;. Kineticka energija elektrona je m.v?/2 = eU. Sve
dok je razlika potencijala U takva da je eU < FE, — Ej, sudari elektrona i
atoma zive su elasti¢ni. Posto je masa elektrona mnogo manja od mase atoma
zive, energija elektrona se pri takvom sudaru prakticno ne mijenja, tako da
oni uspijevaju da savladaju usporavajué¢i napon izmedu anoda i padnu na
kolektorsku anodu. Sve dok je eU < E, — E; sa pove¢anjem U i struja c¢e
rasti. Za eU = Fy — Fy elektroni mogu u neelasti¢cnom sudaru predati svoju
energiju atomima zive i tako ih pobuditi. Posto su ti elektroni izgubili svoju
energiju oni viSe nisu u stanju da savladaju potencijalnu razliku izmedu ano-
da, sto se zapaza kao nagli pad struje. Daljim povecanjem napona sve vise
elektrona uspijeva da, i pored toga Sto je dio svoje energije u neelasticnom
sudaru predalo atomima zive, dospije do kolektorske anode, tako da opet
zapazamo rast struje. Za U =2-4,9V = 9,8 V elektron ima dovoljno ener-
gije da moze dva puta u neelasticnom sudaru da pobudi atome zive. U tom
slucaju, elektronima opet ne preostaje dovoljno energije da stignu do anode
A, istruja naglo opada. Pri jos ve¢im naponima moguce je da dode do tri uza-
stopna neelasti¢na sudara, tako da se tre¢i maksimum javlja pri U = 14,7 V,
itd. Dakle, u Franck-Hertzovom eksperimentu je neposredno izmjerena ra-
zlika energija prvog pobudenog i osnovnog stanja atoma zive. Ona iznosi:
FEy — E; = eU = 4,9 eV. Pobudeni atomi zive brzo (za oko 107® s) spontano
prelaze u osnovno stanje. Pri tome se emituje fotoni energije hv = 4,9 eV.
Talasna duzina tih fotona je A = he/(eU) = 253 nm. Franck i Hertz su u
svom eksperimentu zaista i registrovali elektromagnetno zracenje te talasne
duzine (to je poznata zivina ultraljubicasta linija). Rezultati ovoga eksperi-
menta su predstavljali pravi trijumf kvantne teorije i od tada se ona vise
nije smatrala samo hipotezom, ve¢ su nauc¢nici prihvatili realnost postojanja
diskretnih energetskih nivoa i kvantiziranje energije.

1.2.5 Stern-Gerlachov eksperiment

Stern (Otto Stern (Stern), 1888.-1969., Nobelovu nagradu za fiziku dobio je
1943. godine) i Gerlach (Walther Gerlach (Gerlah), 1889.-1979.) su 1921.
1 1922. godine izveli slijedeci eksperiment. Paralelni snop atoma, dobijen
isparavanjem zagrijanog srebra, usmjeravan je izmedu dva magneta koji su
davali jako nehomogeno magnetno polje. Kada je magnetno polje iskljuceno,
atomi srebra se kre¢u pravolinijski i na foto-ploci iza magneta ostavljaju trag
u obliku jedne prave linije. Kada se uklju¢i magnetno polje, ako bi vrijedila
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klasi¢na fizika, atomi bi se “rasuli” tako da bi se na foto-ploc¢i dobila kon-
tinuirana mrlja. Medutim, eksperiment je pokazao da postoje dvije bocne
linije, tj. da se snop podijelio na dva dijela. Pojava dva maksimuma pokazuje
da se magnetni moment atoma srebra ne orjentise proizvoljno u magnetnom
polju, ve¢ da postoje dvije moguée orjentacije toga momenta (sila uzrokovana
nehomogenoséu magnetnog polja skrece snop lijevo odnosno desno u odnosu
na slucaj kada je polje iskljuc¢eno). Kasnije se pokazalo da dvjema moguéim
orjentacijama u magnetnom polju odgovaraju slijedeée (kvantizirane) vrijed-
nosti magnetskog spinskog broja: mg = +1/2 i mg = —1/2. Na taj nacin je
uspjesno objasnjen Stern-Gerlachov eksperiment. Dakle, nisu samo energija
i impuls kvantizirani, ve¢ to mogu biti i druge fizikalne velicine.

1925. godine imali smo situaciju da se eksperimentalni rezultati mogu
kvalitativno objasniti primjenom klasi¢ne fizike, dopunjene postulatima o
kvantiziranju fizikalnih veli¢ina i uvodenjem spina. Atom je posmatran po
analogiji sa planetarnim sistemom. Vrlo brzo se pokazalo da je takva slika
atoma pogresna. Atom se ponasa po posebnim zakonima koji vaze u mikrosvi-
jetu i na njega se ne moze primijeniti klasicna Newtonova mehanika. U
narednih nekoliko godina formulisana je nova teorija koja je nazvana kvantna
mehanika.

1.2.6 Zadaci

Zadatak 1.2.1. Dali vidljivo zracenje moze da izazove disocijaciju molekula:
a) bromida srebra (AgBr) ¢ija je energija disocijacije Eq = 1,04 eV,

b) molekula kisika O5 za koje je energija veze dva atoma koji grade molekulu
E, =7¢eV?

Rjesenje: a) Amax = he/Eq = 1192 nm, b) Apax = he/E, = 177 nm. Granice
vidljivog dijela spektra su 380 nm i 760 nm. Dakle, vidljivo zracenje moze
da izazove disocijaciju molekula AgBr, tj. moze da ostavi trag na foto-
plo¢i. Ono ne moze da izazove disocijaciju molekula kisika. Do disocijacije
molekula kisika u gornjim slojevima Zemljine atmosfere dolazi pod djelova-
njem ultraljubicastih Suncevih zraka.

Zadatak 1.2.2. Crvena granica fotoefekta za platinu je Ay = 198 nm.
Kaljenjem platine na visokoj temperaturi promijeni se crvena granica foto-
efekta na A, = 220 nm. Za koliko je kaljenjem smanjen izlazni rad?
Rjesenje: A = hc/\g = 1,23984/\[um] = 6,262 eV, A" = hc/X, =
5,636 eV, A — A" =0,626 eV.

Zadatak 1.2.3. Crvena granica fotoefekta za srebro je A\, = 261 nm.
Nadi izlazni rad elektrona sa povrsine srebra. Izracunati maksimalnu brzinu
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emitovanih fotoelektrona ako je talasna duzina fotona 200 nm.

Rjesenje: Izlazni rad je: A = hyy = he/Ag = 7,61-1071 J = 4,75 eV.
Einsteinova formula za fotoeekat se moze prepisati u obliku hc/A\ = he/Ag +
mv?2 /2, odakle je: vy, = Zm—h: (% — /\—1g> =7,139-10° ms.

Zadatak 1.2.4. Grani¢na frekvencija fotoelektricnog efekta za natrijum
je vy = 5,44 - 10" Hz. Kojem dijelu spektra odgovara ova granicna frekven-
cija? Nadi izlazni rad iz materijala. Izracunati frekvenciju i talasnu duzinu
svjetlosti koja je u stanju da izbije elektrone iz katode od natrijuma i izazove
fotostruju, ako je usporavaju¢i napon izmedu katode i anode U =2 V.
Rjesenje: Ay = ¢/vy, = 551 nm — zelena svjetlost. A = hy, = 2,25 eV.
eU = mev2 /2, hv = A+eU, v = (A+eU)/h = 4,25eV/ (6,626 - 10734 Js) =
1,03 -10% Hz, A = ¢/v = 292 nm (ultraljubicasta svjetlost).

Zadatak 1.2.5. Povrsina metala je obasjana intenzivnim snopom iz
neodijumskog lasera (A = 1,061 pm) koji je u stanju da izazove multifotonski
fotoelektricni efekat. Koliko najmanje fotona treba da apsorbuje elektron u
multifotonskom procesu ako je crvena granica jednofotonskog fotoelektricnog
efekta za taj metal A\; = 220 nm?

Rjesenje: A\/Ag = 1061/220 = 4,82 = N = 5, A, = (1061/5) nm =
212,2 nm.

Zadatak 1.2.6. Izvesti Comptonovu formulu primjenjujuéi zakone oc¢u-
vanja energije i impulsa i: a) klasiécnu mehaniku uz aproksimaciju da je
relativna promjena impulsa mala, b) relativisticku mehaniku.

Rjesenje: Oznacimo impuls i energiju fotona prije sudara sa p = hk i £ =
hw, gdje je h = h/(2m) Planckova konstanta podijeljena sa 27, k talasni
vektor (k| = k = w/c), a w = 27v ugaona frekvencija. Foton se sudara sa
elektronom mase m, koji miruje. Impuls i energija fotona poslije sudara su
p'=hK'iFE = h'.

a) Kineticka energija i impuls elektrona nakon sudara su F, = pZ2/(2m,) i
P.. Zakoni o¢uvanja energije i impulsa glase:

p?
ho = ho' + —= 1.

* 2m,’ (1.38a)
Tk = hK + pe. (1.38b)

Kvadriranjem k—k’ iz jednacine (1.38b) i uvrstavanjem rezultata u jednacinu
(1.38a), dobija se:

h? h?

(c— K)? =

Me Me

hw—w') = (k — k') + 2kk' (1 — cos0)| , (1.39)
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gdje je 6 ugao izmedu vektora k i k' (vidjeti sliku).

fik

Prema uslovu zadatka mozemo zanemariti promjenu amplitude talasnog
vektora (k—k&’) u odnosu na k ili k', tako da se prvi ¢lan u kvadratnoj zagradi
na desnoj strani jednacine (1.39) moze zanemariti. Tada, ako podijelimo
jednacinu (1.39) sa fww’ = hck ck’, dobijamo:

1 1 h
it mGCQ(l — cosf), (1.40)
odakle je:
N =)A= 1 —cosf 1.41
(1= cos). (1.41)

¢ime je dokazana Comptonova formula (1.34).

b) Oznacavajuéi odnos brzine elektrona i brzine svjetlosti sa 3 = v./c,
relativisticki zakoni oCuvanja energije i impulsa se mogu napisati u obliku:

2

MeC
fw + mec® = ' + ————, 1.42a
i (1.42a)
Mk = Rk 4+ —e¥e (1.42b)
2¢/1 -2 '
Kvadriranjem jednacine (1.42a) dobijamo:
hw R 2 mi
ho o e) = e 14
(c c*mc> e (1.43)

Da bismo dobili vezu ugla rasijanja i izmjene frekvencije fotona, rastavit
¢emo jednacinu (1.42b) na komponente koje su paralelne i okomite na smjer
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upada fotona:

hw ﬁw' ele
o s = —— cos ©, (1.44a)
¢ c V1— 32

hw' MeVe

sinf = ———sinep. (1.44b)

c /1— 32
Kvadriranjem i sabiranjem jednacine (1.44a) i (1.44b) dobijamo:
ho\? | hw hw' ho'\? mP?
— | —2——— 0 =—= 1.45
(0) e (T) -2 0w

Oduzimanjem jednacine (1.43) od jednacine (1.45) nalazimo da je:

ww' (1 —cosh), (1.46)

w—w = 5
MeC

odakle lako dobijamo Comptonovu formulu (1.34).

Zadatak 1.2.7. Odrediti maksimalnu relativnu promjenu talasne duzine
pri rasijanju fotona: a) vidljive svjetlosti talasne duzine 550 nm, b) ul-
traljubicastog zracenja talasne duzine 150 nm i ¢) rendgenskog zracenja koje
se dobija pri naponu od 2480 V na krajevima rendgenske cijevi.

Rjesenje: Relativna promjena talasne duzine je maksimalna za rasijanje un-

azad (0 = 180°) i iznosi: (AX/A)_.. = Ac (1 —cos180°) /A = 2A¢/A.

max

a) (AM/A). =2.2,46231- 10~ nm/550 nm = 8,95 - 106 = 8,95 - 10~* %,
b) (AN A), 0 = 3,28 1073 %, ¢) A = he/(eU) = 0,5 nm, (AN/N),.. =
0,985 %.

Dakle, relativna promjena talasne duzine je zanemarljivo mala za vidljivu
i ultraljubicastu svjetlost, a za rendgensko zracenje je reda veli¢ine jednog
postotka.

Zadatak 1.2.8. Pokazati pomocu zakona odrzanja energije i impulsa da
slobodni elektron ne moze u potpunosti apsorbovati foton.
Rjesenje: Pretpostavimo da takav foton postoji i da mu je frekvencija v # 0.
Zakon odrzanja energije glasi: hv + mec? = mc?, gdje je m, masa elek-
trona, a m = me (1l — v2/02)71/2. Na osnovu zakona odrzanja impulsa:
hv/c =muv je hv = mue, §to, uvrstavanjem u zakon odrzanja energije, daje:
muc+ mec® =mc* tj. 1 —v/c=me/m=+/1-0v?/2=0v=0=>v=0=
kontradikcija. Da bi elektron u potpunosti apsorbovao foton, u procesu treba
ucestvovati i “trece tijelo” (npr. povrsina metala) koje “preuzima” dio im-
pulsa.
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Zadatak 1.2.9. Ako se u eksperimentu analognom Franck-Hertzovom
umjesto zivine pare koriste pare atoma natrijuma, maksimumi se pojavljuju
pri razlici potencijala od: 2,1 V, 4,2 V, 6,3 V itd. Kolika je talasna duzina
emitovanog zracenja?

Rezultat: \ = he/(eU) = 590, 4 nm.

Zadatak 1.2.10. Kolika treba da bude energija slobodnih elektrona da
bi oni u neelasticnom sudaru pobudili atome vodonika koji su u osnovnom
stanju? Ako je energija slobodnih elektrona: a) 5 eV, b) 15 eV, kolika je
njihova energija nakon sudara? Kolika je talasna duzina fotona koji su u
stanju da izvrse to isto pobudenje?

Rjesenje: Razlika energija prvog pobudenog i osnovnog stanja atoma vodo-
nika je: AE = Ey — E; = (1—1/4)Ry = 10,2 eV. Dakle, minimalna energija
slobodnih elektrona je 10,2 eV.

a) Slobodni elektroni sa energijom od 5 eV nemaju dovoljno energije da u
neelasticnom sudaru pobude atome vodonika. Sudari su elasticni i, zbog
velike razlike izmedu masa elektrona i atoma, energija slobodnih elektrona
nakon sudara ostaje nepromijenjena, tj. jednaka je 5 eV.

b) Slobodni elektroni sa energijom 15 eV u neelasticnom sudaru predaju
atomu energiju, tako da im je energija nakon sudara: £’ = E—AFE = 4,8¢V.
Amax = he/AE = 121,6 nm.

1.3 Talasni aspekti cestica

Istrazivanja prirode svjetlosti su pokazala da se, zavisno od vrste izvrsenog
eksperimenta, svjetlost opisuje ili pomocu elektromagnetnih talasa ili pomocu
Cestica (fotona). Talasna priroda se manifestuje u kontekstu fenomena difrak-
cije i interferencije, dok se korpuskularna (¢esticna) priroda ispoljava najjas-
nije u fotoelektricnom efektu. Dakle, za svjetlost su nam relacije koje opisuju
dualnost talas-cestica ve¢ poznate — energija i impuls fotona su povezani sa
frekvencijom v i talasnim vektorom k odgovarajuceg elektromagnetnog talasa
relacijom (1.35). Ali Sta je sa materijalnim Cesticama? Njihova korpusku-
larna priroda je prilicno ocita. Pitanje je da li i one ispoljavaju talasnu
prirodu, tj. da li posjeduju talasne aspekte.

1.3.1 De Broglievi talasi

De Broglie (Prince Louis Victor De Broglie, 1892.-1987., francuski fizicar
koji je Nobelovu nagradu za fiziku dobio 1929. godine) je, pored njihove
korpuskularne prirode, cesticama pripisao i talasne osobine i pretpostavio
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da se sve relacije poznate za elektromagnetne talase mogu primijeniti na
materijalne cestice. Ono sto vrijedi za fotone, trebalo bi da vrijedi za bilo
koji tip cCestica. Prema korpuskularnoj slici, ¢estici mase m koja se krece
uniformno sa brzinom v, u prostoru bez polja, pridruzujemo energiju E i
impuls p. U talasnoj slici, cestica je opisana pomocu frekvencije v i talasnog
vektora k. Posto ova dva opisa, prema de Broglieu, oznacavaju dva razlicita
aspekta istih materijalnih cestica, trebale bi da vrijede slijedec¢e veze izmedu
navedenih karakteristi¢nih velicina:

E=hy=ho, p=hk= (1.47)

k[
U prethodnim odjeljcima smo vidjeli da su ove jednacine tacne za fotone
(elektromagnetno polje). Sada su one postulirane kao tacne za sve Cestice.
Svakoj slobodnoj cestici, shva¢enoj u ovom smislu, pridruzen je ravni talas,
odreden do na amplitudu A,

P (r,t) =Aexpli(k-r—wt)], (1.48a)
koji se, koristeéi relacije (1.47), moze prepisati kao:
Y (r,t) = Aexpli(p-r— Et) /h]. (1.48b)
Prema de Broglieu, ravni talas pridruzen cestici ima talasnu duzinu:

2r h h
_ 2 _ 7 1.49
k p  mv’ ( )

A

gdje posljednja jednakost vrijedi samo za ¢estice sa masom razli¢itom od nule.
Posto je brojna vrijednost Planckove konstante i mala, to masa Cestice mora
biti dovoljno mala da bi njena talasna duzina bila mjerljiva. Upravo zbog toga
talasni karakter materije dolazi do izrazaja u atomskoj fizici. Oblik funkcije
1 ostaje ocuvan u svakom trenutku ¢, pri ¢emu se talas krece uniformno
brzinom u. Faza

a=k-r—wt=k-(r—ut) (1.50)

talasa v (r,t) ostaje konstantna u toku vremena, do/dt = k- —w = 0, tako
da je fazna brzina u = r. Posto k i u imaju isti smjer, to je:

w
ul = —. 1.51
uj = (1.51)

Talase koji, prema de Broglijevoj hipotezi, odgovaraju materijalnim cesti-
cama ¢emo nazivati materijalnim talasima ili talasima materije. Pokazimo

sada da takvi talasi ispoljavaju disperziju, tj. njima pridruzena ugaona



1.3 Talasni aspekti cestica 29

frekvencija w se mijenja sa promjenom amplitude valnog vektora. Za energiju
slobodne ¢estice u relativistickoj fizici vrijedi relacija E? = m2c* + p?c®. Za
v < ¢, ona se moze napisati kao
p?
E=+\/m2*+p22=mc*+ — +.... (1.52)
2m
Tada se, koristeéi relacije w = E/h i p = hk, za ugaonu frekvenciju w, kao
funkciju talasnog broja k, dobija izraz:

mc?  hk?
k)= ——+—+.... 1.53
wlk) = ——+5 -+ (1.53)
Prema tome, fazna brzina u = w/k je funkcija k, tj.
mc®>  hk
k)=—+—+... 1.54

tako da talasi materije, cak i u vakuumu, pokazuju disperziju. Talasi sa
razli¢itim talasnim brojem (talasnom duzinom) imaju razli¢ite fazne brzine.
S druge strane, za faznu brzinu u vazi slijedeca relacija:
2
u= e B (1.55)
k- hk p v
Posto je ¢ > v, fazna brzina talasa materije je uvijek veca od brzine svjetlosti
u vakuumu. Masivne Cestice se mogu kretati samo sporije od brzine svjetlosti
u vakuumu ¢, tako da se fazna brzina u ne moze identifikovati sa brzinom
Cestice.

Ako zelimo da opisemo cesticu kao prostorno ogranicen entitet, ne moze-
mo je opisati pomocu ravnog vala (1.48). Umjesto toga ¢emo pokusati opisati
cesticu kao konacni talasni paket, koji je, pomoc¢u Fourierovog integrala,
napisan kao superpozicija harmonijskih talasa koji se razlikuju po talasnoj
duzini i brzini prostiranja. Razmotrimo grupu talasa koji se kre¢e u smjeru x
ose (pojednostavili smo problem posmatrajuéi jednodimenzionalno kretanje)

ko+Ak
Y(x,t) = / c(k)exp {i [kx — w(k)t]} dk. (1.56)
ko—Ak
Ovdje je kg = 2w/ srednji talasni broj grupe, a Ak je mjera (frekventnog)
Sirenja talasnog paketa, pri ¢emu se pretpostavlja da je Ak < ky. Ugaonu
frekvenciju w, koja je prema relaciji (1.53) funkcija od k, mozemo razviti u
Taylorov red u intervalu Ak oko kg, i zanemariti ¢lanove reda (Ak)", n > 2,
t.

w(k) = wko) + (Z—:)k_ko (k— ko) + 7 (i%;’)k_k (ko) +--- . (L57)
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Clan (dw/dk) =k, = vs je grupna brzina. Naime, u talasnoj fizici se pokazuje
da se envelopa (obvojnica) grupe talasa krece tzv. grupnom brzinom

dw
dk’
koja, za sredine sa disperzijom, moze biti razli¢ita od fazne brzine. Uvedimo

novu varijablu integriranja £ = k — ko i pretpostavimo da se amplituda c(k)
sporo mijenja sa k u intervalu integriranja 2Ak. Tada se (1.56) svodi na

(1.58)

/Ug:

Ak
(o, 0) = exp (i ffne = (ko)) [ expilo = ) elho + €)d6. (159

Integriranjem, uz aproksimaciju c¢(ko + &) = ¢(ko), dobijamo
U(z,t) = C(x,t) exp{i [kor — w(ko)t]}, (1.60a)

sin [Ak(x — vgt)] ‘

C(z,t) = 2c(ko) —
g

(1.60b)

Posto argument sinusne funkcije u (1.60b) sadrzi malu velicinu Ak, funkcija
C'(z,t) se sporo mijenja u zavisnosti od vremena t i koordinate x, tako da je
mozemo posmatrati kao amplitudu skoro monohromatskog talasa, pri ¢emu
je faza tog talasa kox — w(ko)t. Ako pomnozimo brojnik i nazivnik amplitude
sa Ak, uz oznaku z = Ak(z—v,t), vidimo da je amplituda odredena faktorom
sin z/z, za koji vrijedi

sin z sin z

lim =1 za 2z=0,
z—0 Zz z

=0 za z=Z4m+271.... (1.61)

Funkcija sin z/z ima glavni maksimum za z = 0. Sa pove¢avanjem apsolutne

vrijednosti z, ta funkcija naizmjeni¢no poprima maksimume i minimume, ¢ije
su vrijednosti male u odnosu na glavni maksimum. Sa daljim povecavanjem
apsolutne vrijednosti z funkcija (sinz)/z brzo tez ka nuli. Dakle, mozemo
zakljuciti da posmatrana grupa talasa superpozicijom generise talasni paket
¢ija je amplituda razli¢ita od nule samo u kona¢nom podrucju. Na slici 1.10
je ilustriran oblik takvog talasnog paketa u odredenom trenutku. Amplituda
talasnog paketa (1.60b) je maksimalna za vyt — x = 0. To znaci da se ravan
maksimalne amplitude kre¢e grupnom brzinom

dz

— = V. 1.62
dt g ( )
Zahtjev da je |¢(z,t)]* konstantno, vodi na to da je vyt — x konstantno,
odakle se diferenciranjem dobija @ = v,. Dakle, fiksirana konstantna vrijed-
nost [ (x,t)|* se kreée sa grupnom brzinom v,. Diferenciranjem disperzione



1.3 Talasni aspekti cestica 31

Amplitude

Slika 1.10: Talasni paket: nekoliko brzo osciliraju¢ih talasa superpozicijom
generiSu grupu talasa konacne Sirine.

relacije za w(k), jednac¢ina (1.52), dobijamo

Vg = (d_“’) _ (@) _ Ik _ (1.63)
dk ) —, m) iy, M m

Pokazimo kako se grupna brzina moze povezati sa brzinom cestice. Na
osnovu relacije (1.47) je

_dw d(hw) dE

Promjena energije dE cestice koja se kre¢e pod uticajem sile F = dp/dt na
putu ds je dE = F - ds, pa imamo:

d
dE = d—?-dSde-v. (1.65)

Posto su v i p = mv paralelni, vrijedi slijedec¢a jednacina:

dE
dE = |v||dp| = vdp tj. i v. (1.66)

Dakle, grupna brzina talasa materije je identi¢na brzini cestice:
Vg = 0. (1.67)

Zakljucak da se grupna brzina grupe talas-cestica podudara sa klasi¢cnom
brzinom cestice ne vrijedi u opstem slucaju. Svi dosadasnji rezultati su do-
biveni pod pretpostavkom da se svi clanovi u razvoju (1.57) koji su reda veéeg
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od prvog mogu zanemariti. Ovo je ispravno sve dok nema disperzije u pos-
matranoj sredini. Posto su de Broglievi talasi disperzivni ¢ak i u vakuumu,
to je d*w/dk* # 0. Ovo implicira da talasni paket ne zadrzava svoj oblik,
nego se postepeno §iri (svaki od vise monohromatskih talasa koji formiraju
paket ima neznatno razlicitu frekvenciju, pa, prema tome, i razlicitu brzinu
kretanja). Ako je disperzija mala, tj.

d*w

T2 0 (1.68)
u toku odredenog vremenskog intervala, tada talasnom paketu mozemo pridru-
ziti odredeni oblik. U tom sluc¢aju mozemo smatrati da se grupa talas-cestica
krece kao cjelina sa grupnom brzinom vj.

Prema de Broglieu, mi svakoj ¢estici, koja se krec¢e ravnomjerno, pridruzu-

jemo ravni talas talasne duzine A. Da bi se odredila talasna duzina, polazi
se od de Broglievih osnovnih jednacina (1.47). Za talasnu duzinu vrijede

slijedece relacije:
2r 2mh  h
A=—=—=—. (1.69)
k p P
Ako pretpostavimo da je brzina cestice mala, tj. v < ¢, i iskoristimo

jednacinu E = p?/(2m), dobijamo da je talasna duzina

A= , (1.70)

Sto znaci da talasna duzina zavisi od mase Cestice. Tako, na primjer, elek-
tronu sa kinetickom energijom E = 10 keV i masom m, = 9,1 - 1073 kg,
odgovara talasna duzina A\, = 0,122 -1071° m.

Kao sto znamo, rezolucija malog predmeta pod mikroskopom zavisi od
talasne duzine svjetlosti koja se koristi da bi se on osvijetlio. Sto je talasna
duzina manja, manja je udaljenost izmedu dviju tacaka koje se mogu razluciti
mikroskopom. Za talasnu duzinu iz vidljivog dijela spektra, npr. A\, =~
500 nm, moguée uvecanje mikroskopa je oko 2000 puta. Ako se umjesto
fotona takve talasne duzine za “skeniranje” predmeta koriste elektroni, moze
se posti¢i uvecanje do 500000 puta i rezolucija od oko 0,5 — 1 nm. Talasna
duzina koja odgovara protonima i mezonima sa energijom reda velicine GeV
(10? eV) je tako mala da ih je mogucée koristiti za istraZivanje unutrasnje
strukture jezgra.

1.3.2 Difrakcija talasa materije

Fenomeni interferencije i difrakcije su jedinstveni dokazi talasnih pojava.
Konkretno, destruktivna interferencija se ne moze objasniti koristeci se kor-
puskularnom slikom. Dok fotoelektri¢ni efekat i Comptonov efekat pokazuju
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korpuskularnu prirodu svjetlosti, difrakcija elektronskih zraka dokazuje pos-
tojanje talasa materije.

Posto je talasna duzina elektrona previse mala za difrakciju na vjestackoj
reSetki, za rasijanje (rasprsenje) se koristi kristalna resetka. Ovi eksperimenti
ustvari predstavljaju ponavljanje analognih istrazivanja strukture kristala
vrsenih pomocu X-zraka.

Davisson (Clinton Joseph Davisson, 1881.-1958., Nobelova nagrada za
fiziku mu je dodijeljena 1937. godine) i Germer (Lester Halbert Germer,
1896.-1971.) su primijenili Laueovu (Max von Laue, 1879.-1960.) metodu
za difrakciju X-zraka. Ovdje se umjesto difrakcione resetke koristi povrsina
monokristala. Elektroni se rasijavaju na povrSini kristala, bez prodiranja
u njegovu unutrasnjost. Slika 1.11 pokazuje eksperimentalnu postavku i
putanju elektronskih zraka.

A‘

Slika 1.11: Sematski prikaz rasijanja talasa materije na kristalima.

Kao $to se moze vidjeti na slici, difrakcioni maksimum se pojavljuje u
slucaju da je ispunjen uslov
nA = dsiné. (1.71)

Ako je elektron ubrzavan potencijalnom razlikom U, njegova energija je data
sa eU, iiz (1.70) slijedi da je

=V Usin®, (1.72)
dv?2me
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Sto je potvrdeno eksperimentom.

Tartakowski i Thomson su u tu svrhu koristili Debye-Scherrerovu metodu
rasijanja X-zraka. Ovdje do difrakcije monohromatskog zracenja X-zraka
dolazi na tijelu koje se sastoji od kompresovanog kristalnog praska. Kristalni
prasak predstavlja prostornu difrakcionu resetku. Kristali su orijentisani na
proizvoljan nacin, tako da uvijek postoje kristali koji zadovoljavaju uslov da
dode do difrakcije. Na slici 1.12 mozemo vidjeti putanje zraka.

o™

Slika 1.12: Rasprsivanje talasa materije na kristalu.

Difrakcioni maksimumi se pojavljuju pod uslovom (Wulf-Braggova rela-
cija)
2dsinf = n. (1.73)

Zbog statisticke raspodjele minikristala u kristalnom prasku, aparatura, a
samim time i difrakciona slika, je simetriéna u odnosu na osu SO. Zbog
radijalne simetrije slike interferencije, pojavljuju se krugovi oko tacke O na
ekranu. Ocito, vrijedi relacija tg(20) = d/(2L), gdje je L udaljenost izmedu
rasprSivaca i ekrana. FEksperimentalna postavka je takva da su svi uglovi
mali, dopustajuéi aproksimaciju tg(20) ~ 26. Na osnovu Wulf-Braggove
relacije, dobija se

Dd = 2nLA. (1.74)

Ako su koristeni elektronski zraci, tada uvrstavamo de Broglievu talasnu
duzinu (1.70) u gornju relaciju i dobijamo

2nLh
DVU = 2 (1.75)
dv/2mee

tj. kvadratni korijen napona ubrzavanja pomnozen sa radijusom difrakcionih
krugova mora biti konstantan za bilo koji red difrakcije.

Eksperimentalni rezultati su bili u savrsenom slaganju sa ovom formulom.
Danas su elektronski zraci, i, posebno, neutronski zraci, vazan alat koji se
koristi u fizici ¢vrstog stanja da bi se odredila kristalna struktura.
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1.3.3 Statisticka interpretacija talasa materije
Uvod. Double-slit eksperiment

Kvantna teorija, koja je razvijena dvadesetih godina proslog vijeka, je pokaza-
la da fotoni, kao i druge subatomske ¢estice (npr. elektroni, protoni itd.),
pokazuju dva komplementarna kvaliteta — oni su istovremeno i talasi i Cestice.
Neko je predlozio kovanicu “wavicles” (od “wave” i “particle”) ali taj naziv
nije usvojen (mi bismo ih mogli nazvati “talastice”). Francuski fizicar Louis
de Broglie je prvi, 1924. godine, pretpostavio da elektroni, koji su do tada bili
smatrani samo ¢esticama, imaju takoder i talasne osobine kao sto su talasna
duzina i frekvencija. 1927. godine talasnu prirodu elektrona su eksperimen-
talno demonstrirali C. J. Davisson i L. H. Germer u New Yorku i G. P.
Thomson u Aberdeenu. Da bi objasnili talasnu prirodu elektrona, fizicari
cesto koriste zamisljeni eksperiment u kojem se Youngov eksperiment sa in-
terferencijom svjetlosti nakon prolaza kroz dvije pukotine ponavlja sa snopom
elektrona umjesto svjetlosti. Prema zakonima kvantne mehanike talas koji
odgovara svakoj od pojedinih ¢estica iz snopa Cestica bi se podijelio na dva
dijela koji bi medusobno interferirali stvarajuci svijetle i tamne pruge sli¢no
kao i u eksperimentu sa svjetlosnim snopovima. Cestice bi se ponasale kao
talasi. Takav eksperiment je zaista i izvrSen znatno kasnije — 1961. godine
ga je izveo Claus Jonsson u Tiibingenu u Njemackoj. Tada taj eksperiment
nije predstavljao nikakvo iznenadenje i taj rad nije privukao veliku paznju
naucnika, iako on to svakako zasluzuje. Na donjoj slici su prikazane interfer-
entna slika i prostorna raspodjela intenziteta elektrona koji su interferirali u
tzv. “double-slit” eksperimentu.

Jedna novija eksperimentalna realizacija double-slit eksperimenta je pred-
stavljena na slikama 1.14 i 1.15. Na slici 1.14 je prikazano kako se elektroni
jedan po jedan emituju iz elektronskog mikroskopa koji sluzi kao izvor (engl.
source). Elektroni prolaze kroz uredaj koji je nazvan elektronska biprizma
(po analogiji sa eksperimentom interferencije svjetlosti nakon prolaska kroz
staklenu biprizmu u optici). Taj uredaj se sastoji od dviju planparalelnih
ploca i vlakna (engl. filament) u sredini. Pre¢nik vlakna je manji od 1pum.
Elektroni koji su prosli sa obadvije strane vlakna se detektuju jedan po jedan
kao cestice na detektoru.

Na slici 1.15 je prikazan monitor na kojem su prikazani tragovi koje su
ostavili elektroni na detektoru. U pocetku eksperimenta se mogu primijetiti
male svijetle tackice koje su rasporedene na slucajan nacin [slike 1.15(a)
i 1.15(b)]. To su tragovi koje su pojedinacni elektroni ostavili na detek-
toru. Elektroni su detektovani jedan po jedan kao cestice. Ocekujemo da
¢e pruge interferencije nastati samo ako dva elektrona istovremeno produ
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Slika 1.13: Interferentna slika i prostorna raspodjela intenziteta elektrona u
double-slit eksperimentu.

Electron biprism

Slika 1.14: Sema double-slit eksperimenta sa elektronskom biprizmom.

sa obadvije strane elektronske biprizme. Dakle, ako bi dva elektrona bila
istovremeno emitovana iz elektronskog mikroskopa moglo bi do¢i do interfer-
encije. Medutim, to se ne dogada zato Sto se u eksperimentu emituje samo
10 elektrona u sekundi i elektroni se emituju jedan po jedan. Posmatra-
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jmo eksperiment malo duze. Kada se akumulira veliki broj elektrona izgleda
kao da se pojavljuje nesto nalik interferentnim prugama u smjeru ordinate
na slici 1.15(c). Na slici 1.15(d) koja odgovara onome §to se vidi nakon 20
minuta eksperimenta mogu se vidjeti jasne interferentne pruge. Treba na-
glasiti da su pruge sastavljene od svijetlih tacaka od kojih je svaka nastala
detekcijom pojedinacnog elektrona. Dakle, dosli smo do neobi¢nog zakljucka.
Tako se elektroni emituju jedan po jedan ipak mozemo zapaziti pruge inter-
ferencije. Te pruge nastaju kada elektronski talasi istovremeno prolaze sa
obadvije strane elektronske biprizme. Bitno je da se elektroni detektuju kao
individualne cestice. Medutim, akumulacijom nastaju pruge interferencije.
Takoder je bitno da se u jednom trenutku emituje najvise jedan elektron u
mikroskopu. Ovi zakljuci se kose sa nasim uobicajenim spoznajama i za-
klju¢cima koji su bazirani na nasim culima i klasi¢noj fizici.

Slika 1.15: Interferentna slika nastala akumuliranjem interferencije pojed-
inacnih elektrona u double-slit eksperimentu.

Dakle, jedan elektron se ponasa kao cestica, dok se akumuliranjem rezul-
tata detekcije vise pojedina¢nih elektrona pojavljuje slika interferencije. Zato
je pitanje interpretacije talasa koji opisuje ¢esticu i njegove fizikalne realnosti
bilo tema diskusije u prvim godinama razvoja kvantne mehanike.

Max Born (1882.-1970., Nobelova nagrada za fiziku mu je dodijeljena
1954. godine) je postavio osnove statisticke interpretacije talasne funkcije
koja opisuje ¢esticu. U tu svrhu je uveo pojam wvodeceg polje (eng. guiding
field, njem. Fiihrungsfeld). Ta ideja se povezuje i sa Einsteinom, koji je
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koristio izraz ghostfield (eng. ghost - duh, field - polje, njem. Gespenster-
feld). Vodecée polje je skalarna funkcija 1 koordinata svih ¢estica i vremena.
Danas je za tu velicinu u literaturi uobic¢ajen naziv talasna funkcija ili psi-
funkcija. Prema osnovnoj ideji, kretanje cestice je odredeno samo zakonima
odrzanja energije i impulsa i grani¢nim uslovima koji zavise od tipa eksperi-
menta (odnosno eksperimentalnog uredaja). Cestica je odrzana unutar ovih
postavljenih granica pomoc¢u vodeceg polja. Vjerovatnoca da ¢ée cCestica sli-
jediti odredenu putanju je odredena kvadratom apsolutne vrijednosti vodeceg
polja, tj. njegovim intenzitetom. U slucaju rasijanja elektrona ovo znaci da
intenzitet talasa materije (vodeceg polja) u datoj tacki odreduje vjerovatnoéu
nalazenja elektrona u toj tacki. Sada ¢emo dublje istraziti ovu interpretaciju
talasa materije kao polja vjerovatnoca.

Definicija gustoce vjerovatnocée za cestice

Kvadrat amplitude talasne funkcije v je intenzitet. On bi trebao da
odredi vjerovatno¢u nalazenja cestice na odredenom mjestu. Znajuéi da je
vierovatnoé¢a uvijek realna, a da 1 moze biti kompleksno, ne definisemo 1)
kao mjeru intenziteta, ve¢

W] = gy, (1.76)
gdje je ¥* kompleksno konjugovana vrijednost talasne funkcije v. Pored toga,
vjerovatnoca nalazenja cestice je proporcionalna veli¢ini zapremine koja se
posmatra. Neka je dW (z,vy, z,t) vijerovatnoca nalazenja Cestice u odredenom
elementu zapremine dV = dx dydz u trenutku vremena ¢. Prema statistickoj
interpretaciji talasa materije, uvedena je slijede¢a hipoteza:

AW (z,y, z,t) = [¢(x,y, z,t)|> dV. (1.77)

Da bi se dobila velicina koja ne zavisi od zapremine, uvodimo prostornu
gqustocu vjerovatnoce:

aw
dw(xvyazvt) = W = |¢(x7yazvt>|2 . (178)

Ona se normira na jedinicu, tj. amplituda talasne funkcije ¢ je izabrana tako
da je ®

/mw¢wvz1. (1.79)

Smisao ove relacije je da ¢estica uvijek mora da se nalazi na nekom mjestu u
. .. . . d oo * _d1
prostoru. Integral normiranja je vremenski nezavisan 7 ffoo YYrdV = 51 =

5Za trodimenzionalni prostor je dV = dxdydz i granice integriranja trodimenzionalnog
integrala su —oo < x < 00, —00 < Yy < 00, —00 < 2z < 0.
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0, jer se inaCe ne bi mogle uporedivati vjerovatnoce koje se odnose na ra-
zlicita vremena. Talasna funkcija 1 moze biti normirana ako je kvadraticno-
integrabilna, tj. ako nesvojstveni integral

/ 1¥|?dV  konvergira, tj. / Y dV < M, (1.80)

o0

gdje je M realna konstanta. Interpretacija vjerovatnoce za polje ¢ opisana
relacijom (1.77) je jos uvijek samo hipoteza i njena validnost se mora dokazati.
Ona ¢e biti dokazana, kao sto ¢emo vidjeti, uspjehom rezultata koje predvida.

Napomenimo da je normirana talasna funkcija v odredena samo do na
fazni faktor ¢iji je modul jednak jedinici, tj. do faktora e'® sa proizvoljnim
realnim brojem «. Ovaj nedostatak jedinstvenosti potice od ¢injenice da

samo velicina ¥1)* = |1|?, gustoca vjerovatnoce, ima fizikalnu interpretaciju.

bv(r)

o] TR Continuum —

e — -E=0

r

bound | states
Es
E<0

E,

Slika 1.16: Vezano stanje i stanje kontinuuma ¢estice u potencijalnoj jami.
Vezana i slobodna stanja

Kazemo da je stanje vezano (ogranic¢eno), ako je kretanje sistema ograni-
¢eno. Ako to kretanje nije ogranic¢eno, onda imamo slobodna stanja. U
toku ovoga kursa ¢emo ustanoviti slijedece ¢injenice: talasna funkcija
za vezana stanja (E < 0) je kvadrati¢no-integrabilna, dok ||? nije inte-
grabilno za slobodna stanja. Ovo je intuitivno razumljivo na osnovu slike
1.16: vezana (engl. bound) stanja su lokalizovana unutar potencijalne jame
i mogu se kretati samo u njenoj unutrasnjosti, dok slobodna stanja nemaju
takva ogranicenja i odgovarajuc¢e koordinate mogu poprimati neprekidne
(kontinuirane) vrijednosti (engl. continuum).
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Normiranje u kocki i relacija ortonormiranosti

Primjer talasne funkcije koja ne moze biti normirana u skladu sa zaht-
jevom (1.80) je talasna funkcija

Y(r,t) = Neker=b), (1.81)

gdje je N realna konstanta. Ovaj ravni talas opisuje kretanje slobodne cestice
sa impulsom p = hk i neodredenim lokalitetom. Pokazuje se da mozemo
normirati funkciju (1.81) ako definisemo sve funkcije unutar kocke ogranicene
zapremine sa stranicom duzine L [to je tzv. normiranje u kocki ili normiranje
u kutiji (eng. box)]:

o= { Neikr=—wt) oo punutar V = L3

0 za r izvan V = L3 (1.82)

Druga metoda za normiranje takvih “kontinuumskih talasnih funkcija” ¢e
biti predstavljena u poglavlju 5.

Na povrsini te kocke talasna funkcija mora zadovoljavati odredene gra-
nicne uslove. Pretpostavljamo da je L veliko u odnosu na mikroskopske
standarde (L > 107® m). Tada je uticaj grani¢nih uslova na kretanje cestice
u zapremini V = L? veoma mali, tako da moZemo izabrati grani¢ne uslove
na jednostavan nacin. Vrlo cesto se za granicne uslove bira periodi¢nost sa
periodom L: zahtjevamo da je

Y@,y 2) =@+ Ly z) =¢(@y+L2) =,y z+L). (183
Faktor normiranja N u (1.81), ¢emo odrediti imajué¢i u vidu definiciju (1.82).
Dobijamo 1 = [~ ¢y*dV = N2 [,_,,dV = N?L3, odakle slijedi da je:
N = 1/v/L3 = 1/y/V. Tako smo dobili normiranu talasnu funkciju:

1, , 1
_ezkr—zw(k)t — ¢k(r)e—zw(k)t’ '@Dk(r) _ _ezkm. (184)

vV vV

Granicni uslovi naseg problema ogranicavaju broj mogucih vrijednosti
vektora k:

wk(rv t) =

9
K = %n, k= {ko ky kb, n={ngmnyn.}, (1.85a)

odnosno, napisano preko komponenti, imamo da je:

ky, = —nyg, k, = —n,, k,=—n,, (1.85b)



1.3 Talasni aspekti cestica 41

gdje su ng,n, i n, cijeli brojevi. Dakle, impuls p = hk = (27h/L)n je
kvantiziran. Isto vrijedi i za energiju E = hw(k) i za frekvenciju talasa:

E  p®  hk? 2r\° h

Uvrstavajudi vrijednosti k u normiranu talasnu jednacinu (1.84) dobijamo:

Ui (r,8) =V 2exp {0 [(2n/L)n - v — w(k)t]} = e (r)e @ ®1, (1.87)

Za ove talasne funkcije mozemo eksplicitno provjeriti da su uslovi periodi¢no-
sti (1.83) ispunjeni. Zahvaljujuéi grani¢nim uslovima (1.83) vektor k i impuls
p = hk poprimaju diskretne vrijednosti koje su date uslovima (1.85). U
limesu L — oo razlike izmedu susjednih vrijednosti k teze ka nuli, tako da
se ustvari tu radi o kretanju slobodne cestice u beskonacnom prostoru.

Sada ¢emo dokazati da talasne funkcije 1 ¢ine ortonormirani sistem
funkcija, tj. da vrijedi relacija ortonormiranosti:

| b = sae. (1.89)

Ovdje razmatramo samo prostorni dio talasne funkcije ¢y [ravni talas (1.84)].
Faktor koji zavisi od vremena preko ¢lana exp(—iwt) ne mijenja nista u
relaciji ortonormiranosti (1.88). Uvrstavanjem (1.84) u izraz na lijevoj strani
(1.88) dobijamo:

V() (r)dV =

V=L3

L/2 L/2 L/2
_ _/ 'k —kL) xdl’/ ei(ky—k;)ydy/ ei(k’z_k/z)zdz
L/2 —-L/2 —-L/2

L/2 Lz , L/2 Y
_ _/ (nz—n wdl’/ ezL(ny—ny)ydy/ ezf(nz—n’z)zdz
L/2 ~L/2 ~L/2
Sln

_ sin(n(n, —n)) sin (x(n, — n})) sin (x(n, — nl))
— (nm — nx) 7r(ny _ ng/) 7r(nz _ nlz) . (1.89)

Ocito je sin( (ny —n’)) =0zan, #n isin(r(n, —nl))/m(n, —nl) =1
za n, = n,. Analogne relacije vrijede i za y i z komponente, tako da je (1.89)
jednako 5%”; 5ny%5nzn/z = O, ¢ime je dokazana relacija (1.88).
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Relacija kompletnosti i ortonormirana baza u Hilbertovom pros-
toru

Funkcije 9y ¢ine kompletan sistem funkcija, tj. nije mogucée naci joS
jednu funkciju ¢ takvu da je ortogonalna na sve 1y u smislu relacije (1.88).
Tada vrijedi slijedeca relacija kompletnosti:

e 2 e, 2
]C¢¢tﬂ/—lAJ¢IdV——2;hm!, (1.90)

gdje su ay koeficijenti razvoja proizvoljne talasne funkcije ¢ po kompletnom
skupu funkcija 1y

V=) ot (1.91)
K

Ako vrijedi relacija kompletnosti (1.90) (dokaz je ovdje ispusten), mozemo
uvijek razviti funkciju ¢ koristedi relaciju (1.91), tj. funkcije ¢ ¢ine ortonor-
miranu bazu u Hilbertovom prostoru. Hilbertov prostor je ogranicen ili
neogranicen vektorski prostor definisan nad poljem kompleksnih brojeva. U
ovom prostoru skalarni proizvod se definise tako da je svakom paru funkcija
¥ i ¢ iz skupa linearnih funkcija pridruzen kompleksan broj. Za skalarni
proizvod vrijede slijedece relacije:

& (Wlo) — [wroav - </¢wW) (610",
(2) (V]apy + bos) = a(|1) + b(P|g2) ili
[ (apy + bpo)dV = a/lp*gbldv + b/z/J*@dV (linearnost),

3) (1) - / v > 0,
(4) iz (Yl :/¢*¢dvzo slijedi daje ¢ =0. (1.92)

Vektori stanja (= talasne funkcije) kvantno-mehanickog sistema ¢ine Hil-
bertov prostor (dakle, Hilbertov prostor je prostor funkcija). Pokazimo sada
da (1.91) vodi na relaciju kompletnosti (1.90). Mnozenjem obadviju strana
jednacine (1.91) sa konjugovano kompleksnom funkcijom ¢*, integrirajuéi po
cijelom prostoru i koristeéi uslov ortonormiranosti (1.88) dobijamo da je

/ PYrdV = / > axai i dV = aag, / Ui dV

kk’ k. k’

=) aapdiae =Y _lal*.  (1.93)
k

kX'
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sto je upravo relacija kompletnosti (1.90).
Da bismo odredili koeficijente ax pomnozimo jednacinu (1.91) sa v i
integrirajmo po cijeloj zapremini V. Dobijamo:

/ w@Z)lth = Z ayg’ / @ij/@/zid\/ = Z aklék/k = Ak-. (194)
%4 K’ \% K/

Posto su talasne funkcije normirane na jedinicu, to je 1 = ffooo YY*dV =
> e Wk [ Ykl dV = 300 axal ke = Y axay, tako da je

D al* = 1. (1.95)

k

Veli¢inu \ak\2 interpretiramo kao vjerovatnoc¢u nalazenja cestice sa impulsom
p = hk u stanju ¢. Ova interpretacija je u skladu sa jedna¢inom (1.91)
i sa Cinjenicom da su funkcije ¥y talasne funkcije sa odredenim impulsom

p = hk.

1.3.4 Srednje (ocekivane) vrijednosti u kvantnoj me-
hanici

U daljnjem tekstu izracunat ¢emo srednju vrijednost polozaja, impulsa i
drugih fizikalnih veli¢ina u odredenim stanjima, uz pretpostavku da nam je
poznata normirana talasna funkcija .

1. Srednja ocekivana vrijednost koordinate polozaja. Neka je kvantno-
mehanicki sistem u stanju 1. Gustoca vjerovatnoce polozaja je data sa
Yp*. Funkcija stanja 1) je normirana na jedinicu. Srednja vrijednost vektora
polozaja je data sa:

@>=hK}ﬂﬁ@ﬁMfWVf=jcerﬁ¢0ﬂdW (1.96)

a srednja vrijednost funkcije f(r), koja zavisi samo od r, je

<ﬂm=j}®wwwmw=[wWV®wmw (1.97)

2. Srednja vrijednost (linearnog) impulsa. Veé¢ smo pokazali da se
proizvoljna talasna funkcija 1 moze razviti po ortonormiranoj bazi Hilber-
tovog prostora {¢}. Uzimajuéi u obzir da kvadrat apsolutne vrijednosti ko-
eficijenta razvoja ay predstavlja vjerovatnocéu da cestica ima impuls p = hk,
mozemo pisati da je srednja vrijednost impulsa:

(p) =Y _ ai, (k) ay. (1.98)
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Uvrstavanjem ay iz izraza (1.94) u gornju relaciju za ocekivanu vrijednost
impulsa, slijedi da je:

= X ([ v i [ vesean)

K
= 3 [ [ venemmeaa (1.99)
Posto je i (r) = exp(—ik - r)/VV, to je
: . o od. 0. 0.
Rk (r) = ihV iy (r), =5 = 3.8 + 8_yy + 5,2 (1.100)

tako da je
Z )dv’/v[mvzp;(r)w(r)dv. (1.101)

Parcijalnom integracijom moze se djelovanje operatora V prebaciti sa ¢} na

v. Npr. za z komponentu vrijedi:
dify, dy
dx| dydz = . dydz — L= dV,
//{/(dx>¢4yz //wk¢z_0,LyZ /¢k<dz )
Funkcije ¢ 1 9§ na nasuprotnim ravnima x = 0 i x = L poprimaju iste
vrijednosti zbog uslova periodi¢nosti (1.83), tako da je prvi ¢lan na desnoj

strani u gornjoj relaciji jednak nuli. Dakle, o¢ekivana vrijednost impulsa p
je data sa

//{ [~V (r Z¢k }dVdV’ (1.102)

Sada ¢emo iskoristiti relaciju

Zwk =5’ — 1), (1.103)

koja se lako moze dokazati razvojem delta funkcije §(r' — r) po kompletnom
skupu funkcija ¢y (r): 6(r' —r) = >, bi(r)Yi(r) i racunajuéi koeficijente
razvoja by (r'). Mnozeéi obadvije strane ovoga razvoja sa Y (r) i integrirajuéi
po dV dobijamo: i, i (r)o(r' — r)dV = 3", bi(r') [}, ¥i(r)ihe (r)dV, tako
da, uz pomo¢ osobina delta funkcije i relacije ortonormiranosti (1.88), slijedi
daje: Y (r') = >, bi(r')due = biw(r’), Sto odmah daje relaciju (1.103).
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Primjenjujudi relaciju (1.103), jednacina (1.102) se moze napisati u sli-
jede¢em obliku, ¢ija je struktura sli¢na formuli za srednju vrijednost vektora
polozaja:

(p) = . ¥ (r)(—ih V) (r)dV. (1.104)
V=L
Ova relacija nam omogucava da izra¢unamo srednju vrijednost impulsa ako
nam je poznata talasna funkcija 1(r) za odgovarajuée stanje. Struktura
jednacine (1.103) ostaje validna i u limesu L — oo. Na slican na¢in mozemo
zakljuciti da je srednja vrijednost za proizvoljan stepen impulsa jednaka

/ O (1) (=B )" () V. (1.105)

Ovaj rezultat mozemo poopstiti za proizvoljnu funkciju F(p) = > a,p”

/ & (x) P (—ih W )ib(r)dV. (1.106)

Ovdje je F operator. Dakle impuls p je povezan sa diferencijalnim opera-
torom —ihV 1 vrijedi

p=—ihV, F(p)=> ap” (1.107)
Vaznost ove relacije lezi u ¢injenici da, ako zelimo da izracunamo ocekivanu
vrijednost velicine F'(p), ne treba da se koristimo Fourierovim razvojem ta-
lasne funkcije ¥ (r) i racunamo (F(p)) = >, F(hk)ajak, kao §to smo to radili
kada smo racunali srednju vrijednost impulsa p = kk. Citavo izvodenje se
moze skratiti uvodenjem operatora F (p) umjesto funkcije F'(p) i direktno in-
tegrirajudi relaciju (1.106). U narednom odjeljku ¢emo primijeniti ove relacije
na tri operatora koja su od posebnog znacaja za kvantnu mehaniku.

1.3.5 Primjer tri kvantno-mehanicka operatora

1. Operator kineticke energije. U nerelativistickom slucaju imamo da
je kineticka energija T = p2/(2m). Uzevsi u obzir da je V2 = A operator T
dobijamo ,

. p* (—ihV) h?

T = om = am = %A, (1.108)
sto je specijalni slucaj relacije (1.105), odnosno (1.106).
2. Operator momenta impulsa. Uzimajuéi u obzir da je klasi¢ni moment
impulsa (ugaoni moment) ¢estice L = r x p, za kvantno-mehanicki operator

momenta impulsa dobijamo:

L=rx (—ihV) = —ihr X V. (1.109)
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Individualne komponente ovoga operatora su
. 0 0 A 0 0
L,=—ih|y=——2=— ), L,=—ih|20— —2— |,
' (yaz Z@y) Y ' (Zaa: xaz)
L.=—ih (xﬁ - y2> . (1.110)

3. Hamiltonov operator (hamiltonijan). Totalna energija vremenski
nezavisnog fizikalnog sistema je u klasi¢noj mehanici opisana Hamiltonovom
funkcijom H = T + V(r), gdje V(r) oznacava potencijalnu energiju. Iz ove
relacije slijedi da je Hamiltonov operator (hamiltonijan)

X 72 .

H=——A+V(r). (1.111)

2m

U kvantnoj mehanici, svakoj opservabilnoj veli¢ini A je pripisan opera-
tor A: A — A. Neka je A(r,p) proizvoljna funkcija od r i p. Operator koji
odgovara toj funkciji se formira zamjenom veli¢ina r i p odgovaraju¢im op-
eratorima r =r i p = —iAV u izrazu za A(r, p). Ovdje je operator polozaja
identican vektoru polozaja. Treba napomenuti da ova zamjena vrijedi samo
u koordinatnoj reprezentaciji, pro ¢emu se koriste Descartesove pravougle
koordinate (z,y, z).

1.3.6 Princip superpozicije u kvantnoj mehanici

Jedan od osnovnih principa u kvantnoj mehanici je princip linearne super-
pozicije stanja ili, krac¢e, princip superpozicije. On kaze da ako se kvantno-
mehanicki sistem moze nalaziti u diskretnim stanjima ,,, n € N (prirodan
broj), tada taj sistem moze da bude i u stanju

= i (1.112)
Odgovarajuca gustoc¢a vjerovatnoce je data sa
w =Yt =Y ana), b, (1.113)

Ove fizikalne okolnosti odgovaraju matematickoj ¢injenici da svaka mogucéa
talasna funkcija ¢ moze biti razvijena po ortogonalnom, potpunom skupu
funkcija ¢,. Ovu ¢injenicu smo iskoristili u (1.91).

Ako kvantno-mehanicki sistem moze da bude u nizu stanja ¢y, okarak-
terisanih proizvoljnom fizikalnom velicinom f, stanje

Y= /Cfsofdf (1.114)
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gdje su ¢y proizvoljni kompleksni koeficijenti (brojevi), se takoder moze re-
alizovati.

Talasna jednacina za funkciju ) mora biti linearna diferencijalna jednadi-
na. Princip superpozicije moze biti zadovoljen samo na slijedeé¢i nacin: ako
su 1, rjeSenja fundamentalne linearne jednacine, tada ¢e, zbog linearnosti
jednacine, linearna kombinacija tipa (1.113) ili (1.114) takoder biti njezino
rjesenje.

1.3.7 Heisenbergov princip neodredenosti

Talasni karakter materije, tj. to da su u kvantnoj mehanici Cestice opisane
talasnom funkcijom (“vodene poljem”) ¢(x,t) manifestuje se i u ¢injenici da
u mikroskopskoj fizici postoji direktna veza izmedu odredivanja polozaja i
impulsa, tj. da nismo u stanju istovremeno ta¢no mjeriti polozaj i impuls
cestice. Stepen neodredenosti je dat Heisenbergovim principom neodredenosti.
Pokazimo prvo postojanje te neodredenosti. Razmotrimo jednodimen-

zionalni talasni paket, ¢ija je talasna funkcija data formulom:
b ) = 2 () SRIAR W = )] et-roa) (1.115)

Vgt —

U trenutku ¢ = 0 taj talasni paket je prikazan na slici 1.17. Sirenje grupe

§pa(z, 0)

-

—d Az b— *

Slika 1.17: Gustoca vjerovatnoce talasnog paketa (1.115) u trenutku ¢ = 0.

talasa moze biti okarakterisano rastojanjem Az izmedu glavnog maksimuma
i prvog minimuma. Uslov minimuma je |[¢(x,0)|* = 4c¢?sin®(Akx)/2% = 0,
tako da za prvi minimum x = Az dobijamo AkAxz = w. Dakle, dobili
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smo slijedec¢u aproksimaciju za Heisenbergovu relaciju neodredenosti izmedu
polozaja i impulsa:
ApAzx =~ Th. (1.116)

Ovo znadi da istovremeno odredivanje polozaja i impulsa u mikroskopskoj
fizici nije moguce sa proizvoljnom tacnoscu jer su te veli¢ine uvijek povezane
gornjom relacijom.

Heisenbergov princip neodredenosti je posljedica talasnog karaktera ces-
tice (vodeleg polja Cestice). Prema principu superpozicije talasni paket je
superpozicija ravnih talasa sa odredenim impulsom. Cestica vodena ovim
talasnim paketom moze se sa velikom vjerovatno¢om na¢i unutar intervala
Azx. Kaze se da je cestica lokalizovana unutar Az. Za takvu lokalizaciju je
potreban veliki broj ravnih talasa sa impulsom blizu hkg, tj. talasni paket
Sirine hAK.

Nakon ovoga ilustrativnog razmatranja, izvedimo Heisenbergov princip
neodredenosti u egzaktnom obliku. Nasa polazna tacka je proizvoljno stanje
Cestice opisano talasnom funkcijom 1 (x). Pretpostavimo da je ¢ normirana
na jedinicu i ograni¢imo se za sada na samo jednu dimenziju.

Da bismo izveli princip neodredenosti prvo moramo odrediti mjeru za
neodredenost, tj. moramo definisati mjeru za odstupanje (devijaciju) p, i
od odredenih srednjih vrijednosti

/w (—m )m .. x_/¢ Yoo (a (1.117)

Ovdje koristimo srednje kvadratne devijacije (disperzije) Apx i Az2, koje su
definisane ako

AR =(po—p) =2~ A2=(z—7)Pl=22—7%  (L118)

Za daljnje izvodenje pretpostavljamo da je ishodiste fiksirano u tacki z i da
se kre¢e sa centrom raspodjele T na takav nacin da u bilo kojem trenutku
vazi da jex = 0. Tada imamo * = 01ip, = 0. Iz relacija za srednje kvadratne
devijacije (1.118) dobijamo

Ar? =22 Ap? =2, (1.119)
gdje su srednje vrijednosti kvadrata koordinate i kvadrata impulsa

2?2 = / v a?pde,

P2 = /¢(h2 )zpd:c—— /zpd% : (1.120)
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Da bismo ustanovili vezu izmedu veli¢ina 22 i px, razmatramo integral
o dy(x
oo dx

Podintegralna funkcija je apsolutni kvadrat, tako da je I(a) > 0, « realan
broj. Nakon mnozenja dobijamo

azx(x) + dx, aeR. (1.121)

I(a) = Aa® + Ba + C, (1.122)
gdje smo uveli slijedece skracene oznake:
A = / 22 |p* dx = Aa?, (1.123a)
o duy* LAy < d
B = - =2 (0t
[ (Grevg) = [ gt
= xw*w‘ —/ v pdr = —1, (1.123b)
_ [T dvtdy
¢ = /_oo dr dx _¢ / ¢
1 o
= = _Ooqp ( h2—wdx> —thpr (1.123c)

Pri izvodenju relacija (1.123b) i (1.123c) smo iskoristili to da funkcije ¢ i
di /dx is¢ezavaju na granicama oblasti integriranja. Posto je polinom I(«)
drugog stepena po « i pozitivno definitan, diskriminanta D = B? — 4AC
mora obavezno biti negativna ili nula. To se moze vidjeti i tako da se integral
(1.122) napise u obliku

B\* D
I(la)=A — ] —=—2>0. 1.124
@=a(atgy) -~ 5y 20 (1.124)
I(a)) mora biti pozitivno za svako «, pa i za a = —B/(2A4). Prema tome,

vrijedi relacija B? —4AC < 0, tako da korijeni kvadratne jednacine I(a) = 0
moraju biti kompleksni. Uvrstavajuéi u ovu nejednakost vrijednost za A, B
i C iz (1.123), dobijamo relaciju neodredenosti za impuls i polozaj u obliku
h2

(Bpo? (B > o (1.125)

Eksperimentalna potvrda talasne prirode Gestica (tj. postojanje vodeceg
polja) o¢ito implicira da impuls i koordinata Cestice ne mogu istovremeno
biti odredeni; ove observable nikada ne mogu biti mjerene istovremeno sa
proizvoljnom preciznos¢u. U narednom poglavlju ¢emo vidjeti da ovaj princip
vrijedi i za druge parove fizikalnih veli¢ina, pod uslovom da proizvod njihovih
dimenzija ima dimenziju akcije.
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1.3.8 Zadaci

Zadatak 1.3.1. Izracunati ocekivanu (srednju) vrijednost kineticke energije

T = f)QA/(Zm), gdje je p = —ihV, m = m, masa elektrona, i potencijalne en-
ergije V(r) = —e?/(4megr) za 1s-elektron u osnovnom stanju atoma vodonika
sa talasnom funkcijom:
1 _r 47T50h2
P15 = R e (1.126)
Rjesenje: Ocekivana vrijednost se definise kao:
(T) = / drii () Te(r), (V) = / dryj Vi), (1127)
Koristit ¢emo sferne koordinate za koje vrijedi:
%) 2m s 00
/dgrf(r) :/ r2d7"/ dgo/ sin 0dO f (r) :47r/ drr®f(r). (1.128)
0 0 0 0
Takoder, vrijedi relacija
p’ = (—ihAV)? = —A*A = —h? la—zr + A (1.129)
r Or? r2 0| ‘
gdje je:
1 0 0 1 02 2 1 0 1 02
— — (sinf= |+—————=—+——+——— (1.130
%% = 5nf 00 (Sm ae) o700 00 1000 Tsmraape 1Y
sto u nasem slucaju daje Ag 115 = 0, tako da je:
100 10 016
A s — — 5 |5 s = — 5 s
1 ror L%(Tlm )} ror <¢1 T or )
20, b, 1/2 1\ 1 .
_ 2 s _1(=_ 1 : 1.131
r Or or? a\r a \/@e ( )
Na osnovu ovog rezultata i relacije:
> n _—ax n!
/0 x"e” “dr = prostliL >0, (1.132)
dobijamo:
~ D 2 o)
. ... D K1 1/2 1\] _»
(1) = /d37’¢1s(1‘)2—¢1s(1‘) = —%ﬁ‘m/o rdre”e {—5 (; ——)lee
2h2 o0 7“2 2r h2
— dr [ 2r — — e o = 1.133
ma* /0 " ( " a> ‘ 2ma? ( )
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Za ocekivanu vrijednost potencijalne energije dobija se:

~ 47T e T 62 T 462 &0 2r h2
Vy=— 2dre”a | — = drre s = —— |
V) a3 /0 nare ( 47r507’) ‘ dmega’d /0 e ma?

(1.134)
Totalna energija je: E = (T) + (V) = —h?/(2ma?), a to je upravo energija
veze elektrona u osnovnom stanju vodonikovog atoma.

Zadatak 1.3.2. Odrediti faktor normiranja N za de Broglieve talase:
Yp(r,t) = Nexp[i(p-r — Et)/h], (1.135)

pod uslovom da se normiranje vrsi na delta funkciju.

Razviti funkciju proizvoljnog stanja ¢ (r,t) po de Broglievim talasima i ob-
jasniti fizikalni smisao koeficijenata razvoja.

Rjesenje: Treba naé¢i N iz uslova

I= [ walo.t) vl ) = 5(p ). (1.136)
Vrijedi:
1= N [drexp(ifp ~ p) /0 = N lim L@L0)1 (), (1137
gdje je
L) = [ dresp ity — e/ = 2RI (1ass)

Analogne relacije vrijede za I,(g) i I,(g). Posto je

§(z) = % Jim sin(gz). (1.139)

T

to za integral I dobijamo:

I = N*276 <]?x ;pz> 216 <p—y ;py) 270 (p_z ;pz) = N*(27h)*6(p — p'),
(1.140)

pri cemu smo koristili relacije:

5 (p ;3"/) = <7%) 5 (py%p% 5 <]%> . Olax) = éé(:&).

(1.141)
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Porede¢i (1.136) i (1.140) dobijamo trazeni faktor normiranja:
N = (27wh) 732 (1.142)

Razvoj talasne funkcije proizvoljnog stanja ¢ (r,t) po de Broglievim ta-
lasima glasi:

brt) = / (b ) (r, 1)p, (1.143)

gdje su ¢(p,t) koeficijenti razvoja koji odgovaraju amplitudama sa kojima
su pojedina stanja predstavljena de Broglievim talasima sadrzana u stanju
Y(r,t). Pokazimo da je sa (1.143) data faktorizacija funkcije ¢ (r, t) u trostruki
Fourierov integral. Fourierova formula glasi:

Y(r,t) = (2m)~° / o(p, 1) T, (1.144)

gdje je ¢(p, t) Fourier transformat talasne funkcije ¢(r,t). Uvrstavajuéi k =
p/h u (1.144) dobijamo:

b(r,t) = (2%)_3/4,0(p,t) exp (ZPT) d; . (1.145)

Iz definicije Fourierovog transformata za ¢(p,t) se dobija:

/w ) exp(—ip - r/h)d’r. (1.146)
Poredenjem (1.143) i (1.145), uz koristenje relacija (1.135) i (1.142), nalazimo
da je:

p(p,t) = (2h)*~2c(p, t) exp(—iEt/h) = (2rh)*?c(p, t) exp(—iEt/h).
(1.147)
Za koeficijente razvoja vrijedi relacija:

/ e(p,1)[2dp = (2h) / o, )Pdp

= an)® [ [ [ dpdvas’expl-ip- (v = ¥) /107 0000

= //drdr’ér—r (r', t)y /|¢ t))?dr =1.  (1.148)

Prema tome, vjerovatnoca nalazenja impulsa u intervalima (p,,p, + dp.),
(py, Py +dpy), (P2, P + dp.) je odredena koeficijentima razvoja c(p,t). Tako
se za vjerovatnoc¢u moze pisati:

dW (p,t) = |c(p, t)|*dp, (1.149)
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dok je gustoca vjerovatnoce u impulsnom prostoru

w(p,t) = |e(p, t)|>. (1.150)

Zadatak 1.3.3. Neka je Gaussov talasni paket u trenutku ¢ = 0 opisan
pomocu talasne funkcije

2
Y(x,0) = Aexp (—% + zkga:) (1.151)
a) Izraziti funkciju ¢ (x,0) kao superpoziciju ravnih talasa.

b) Koja je aproksimativna relacija izmedu §irine talasnog paketa u konfigu-
racionom (x) prostoru i njegove Sirine u k prostoru? c¢) Koristeéi disperzionu
relaciju za de Broglieve talase, odrediti funkciju ¥ (x,t) za bilo koje t.

d) Diskutovati funkciju [¢(z,t)[*.

e) Kako moramo odabrati konstantu A u skladu sa statistickom interpretaci-
jom, da bi ¢ (x,t) opisivalo kretanje ¢estice?

Rjesenje:

a) Izrazen kao superpozicija ravnih talasa, Gaussov talasni paket je oblika:

Y (z,0) k) exp(ikx)dk. (1.152)

\/ 2m /
Koeficijenti a(k) predstavljaju parcijalne talase sa talasnim brojem k u Gauss-
ovom talasnom paketu. Formiranjem Fourierovog transformata talasne funkcije
mozemo dobiti a(k):

alk) = h Y(z,0) exp(—ikx)dz

1
v
= \/_/ exp (——2 + ikor — zk:x) dx. (1.153)

| exvl-ghde = v (1.154)

o0

Zmajuéi da je

integral (1.153) se rjesava svodenjem na potpuni kvadrat:

A v dalk — ko)1’ a?(k — ko)?
oz(k)—\/—2_ﬂ/_ooexp{— L/ﬁa—i_ 73 ] }exp [_T] dx.
(1.155)
Uvodenjem smjene
‘= T ia(k — ko) i = dx (1.156)

Vi V3 Vi
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te koristenjem relacije (1.154) dobijamo:

alk) = \/% /_Z exp (—&%) V2a exp [—a®(k — ko)?/2] d

A 2 2
= E\/ﬁaexp [—a®(k — ko)?/2] V7

= Aaexp [—a®(k — ko)?/2] . (1.157)

b) Iz relacije (1.151) se vidi da je 8irina Gaussove funkcije priblizno Az = a.
Analogno, Sirina funkcije raspodjele ravnih talasa u (1.157) je data Gaussovom
funkcijom exp [—a*(k — ko)?/2], tako da je Ak ~ 1/a, ¢ime se potvrduje
relacija neodredenosti AxzAk ~ 1.
c¢) Opsti oblik talasne funkcije je:

(x,t) \/ﬁ/ k) exp [i(kx — wt)] dk. (1.158)

Disperziona relacija za de Broglieve talase glasi:

w(k) = Z—i (1.159)

Uvrstavanjem a(k) iz (1.157) i (1.159) u (1.158) dobijamo:

A %) 2 _ 2 2
bz, t) = ¢2a_7r/ exp {—M%—ikx—i%t} dk. (1160

Integral (1.160) se, analogno kao i integral (1.155), rjesava svodenjem na
potpuni kvadrat, pri ¢emu je u ovom slucaju:

5 2 . 2 y
\/m hotic Lo \/@dk (1.161)
N o

Tako se za vremenski-zavisnu talasnu funkciju dobija:

A 2 — 2ia®k (a*hk2 /m)t
b t) = {_x ia”kox + i(a*hkg/m)

1+ iht/(ma?) P 2a2[1 4 iht/(ma?)] } - (1.162)
d) Za |1 (z,t)]? iz (1.162) dobijamo:

| A|? (x — Tikot/m)?
VITREma) {_a2 [1+ h%t2/(ma?)?] } . (1.163)

(@, t)]* =
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Gaussova funkcija ima maksimum na mjestu xeq = hkot/m, odakle za-
kljucujemo da se maksimum kreée grupnom brzinom v = hky/m. Medutim,
talasni paket se §iri: u trenutku ¢ = 0 Sirina [¢|? je samo a, dok je u nekom
kasnijem trenutku ¢ njegova $irina a’ = ay/1 + h2t2/(ma?)2.
e) Nezavisno od vremena, uslov normiranja za Gesticu glasi:

- /Oo () Pdz = | A% /Oo exp(—€2)de = |APavA.  (1.164)

Prema tome, za |A| dobijamo:
|A| = (a/7)" Y2 (1.165)

Kako ovaj uslov vrijedi samo za apsolutnu vrijednost A, faza talasa je neodre-
dena.

Zadatak 1.3.4. Za 1si 2s elektrone, nenormirane talasne funkcije atoma
vodonika su (sa a je oznacen Bohrov radijus):

1/J13(T, 97 (10) = wls(r) = exp(—?“/a),
r
Une(r,0,9) = va(r) = (1= Y exp(=1/Qa)). (1.166)
(a) Dokazati ortogonalnost navedenih funkcija i naéi konstantu normiranja.

(b) Skicirati funkcije |1;(r)|? 1 47r?[¢;(r)|* za obadva slucaja j = 1s,2s.
Kakav je njihov fizikalni smisao?

Rjesenje: (a) Uslov normiranja za funkcije U1s 1 Uog, koje se od s 1 s
razlikuju samo do na konstantan faktor, glasi:

/mls(r)ﬁdv = / 195 (r)|2dV = 1. (1.167)
Uslov ortogonalnosti funkcija 15 1 15 ima oblik:
[ viwnmav —o (1.168)

Da bismo odredili normirane talasne funkcije i provjerili njihovu ortogonal-
nost, koristit ¢emo sferne koordinate i tabli¢ni integral:

o0 —1)!

/ ' leT My = v " ) (v € Ny). (1.169)
0

k

Za integrale od funkcija [¢15]? 1 [1)9s]? dobijamo:

o0 3
/ |91 2dV = 47T/ r2e” /0y = Ax <g> 2l = 7ma?, (1.170)

0
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2 > 2 2 -r/a
[Pos|°dV = Arm r (1 - %> e "dr
0

1 1
— 3 4 5 _ 3
= Adr <2!a —-a 3!+ 2% 4!) =8ma’.  (1.171)
Dakle, normirane talasne funkcije su:
i = — o = —e 1.172
1/)18 - W¢187 w2s - 87-(-a3 w28' ( . )

Provjerimo jos njihovu ortogonalnost:

/wfs@Z}?st = 47T/ r? <1 — L) 6—3r/2adT
0 2a

—an | (2 32!—i 20 43! =0. (1173
() ra(3) s om

3 2
% | 12, |
a r a Za 1wa T
snr2lw | 2
1r 4:r2|*n"’u|
a S 184 4 a r

Slika 1.18: Gustoca vjerovatnoce (gornje slike) i gustoca vjerovatnoce u sfer-
noj ljusci (donje slike) za dvije talasne funkcije atoma vodonika.

(b) Vjerovatnoca nalazenja elektrona sa normiranom talasnom funkci-
jom 1 u elementu zapremine dV na mjestu odredenim vektorom polozaja
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r je [¢(r)|*dV. Uslov normiranja [ |¢(r)[*dV = 1 izrazava ¢injenicu da je
vjerovatnoca nalazenja elektrona u cijelom prostoru jednaka 1. Analogno,
vjerovatnoca nalazenja elektrona u sfernoj ljusci radijusa r i debljine dr je:

/ WPV = dmr](r) [2dr, (1.174)
sfernoj ljusci

pod uslovom da je talasna funkcija nezavisna od uglova 6 i ¢ (kao Sto je to
kod nas slucaj). Za 1s i 2s elektrone, na prilozenoj slici skicirane su funkcije

;% 1 drr? [y;]? (5 = 1s,2s).

1.4 Dodaci

1.4.1 Zadaci sa pismenih ispita iz kvantne mehanike

Zadatak 1.1. Pokazati da su vlastite funkcije koje pripadaju dvjema ra-
zlicitim vlastitim vrijednostima hermitskog operatora medusobno ortogo-
nalne.

Zadatak 1.2. Talasna funkcija ¢ (x,t) zadovoljava jednodimenzion-
alnu Schrodingerovu jednacinu za slobodnu cesticu. Ako je talasni paket

u trenutku ¢ = 0 opisan funkcijom v (z,0) = Aexp (—% + ikw), odrediti
W (z,t), gustotu vjerovatnoce p(x,t) i gustoéu struje j.(z,t). [Uputa: Koris-
titi tablicni integral: [ e~ dz = (7/a)'?, a > 0.]

Zadatak 1.3. Za Cesticu opisanu talasnom funkcijom: (x) = (7/a)~/*

x exp(—az?/2) izracunati Az = V22 —72 i Ap = \/p? — P i potvrditi
relaciju neodredenosti. [Uputa: Koristiti tablicne integrale: ffooo e~ dg;
= (r/a)/?, [ 2?2e % dr = =2 [ e~y = L(n/a®)?, a > 0.]

da 00

Zadatak 1.4. Odrediti donju granicu mogucih vrijednosti energije jed-
nodimenzionalnog linearnog harmonijskog oscilatora koriste¢i se relacijom

neodredenosti AzAp, > h/2, Ax = \/(x — &)*, Apy = \/ (p — Pa)°. Odgo-

varajuéi hamiltonijan je H = p2/(2m) + mw?a? /2.

 Zadatak 1.5. Izracunati ocekivanu vrijednost operatora ukupne energije
(r+Vv):
(a) 2s-elektrona ¢ija je talasna funkcija: 1hogo(r, ¥, @) = %(1 —r)e ",
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b) 2p-elektrona cija je talasna funkcija: 9141(7, 0, 0) = e I
¥) = Vax

Tuje: v=1/(2ap), V(r) = —4550% = —27227%. Laplaceov operator u sfernim

koordinatama je: A = A, +7720y,, A, = 52 (r22) = %g—;r = ;—; +22,

Ny, = —h2L2 = % + ctgd % + sin 1988—:2. (Uputa: Koristiti tabli¢ni in-
tegral: [ z"e *dz =nl/a" a>0,n > —1.)

Zadatak 1.6. Neka su A i B hermitski operatori i C = —i [A, B} =
—1 (AE — BA) D = {A,B} — AB + BA. Provjerite slijedecu relaciju za
ocekivane vrijednosti: A2 B2 > i (E + ﬁ)

Zadatak 1.7.*% Dvodimenzionalni talasni paket je opisan funkcijom:

B : —1/4
b(x,y) = (mo3) exp <_2i§0 T z—”—ﬁl‘) (o30) / exp <_2y22 )

740

(a) Koristeéi dvodimenzionalnu Fourierovu transformaciju:

a (P, py) = (27rh)1_7o U(x,y)exp [% (pzx +pyy)] dxdy

odrediti vjerovatno¢u da x komponenta impulsa bude u intervalu od p, do
Pz +dp, (pri tome je p, proizvoljno). Kolika je vjerovatnoc¢a da y komponenta
impulsa bude u intervalu od p, do p, + dp,?

(b) Izracunati Az = Va2 —7% i Ap, = \/p2 — a2 i potvrditi relaciju
neodredenosti. .
[Uputa: Koristiti tablicne integrale: [ e~ +%dy = \/m/aexp (b?/(4a)),

— 00

2z dx = (7T/CL3)1/2, a>0.]

1
—00 2

67adaci oznaceni sa * su veée tezine.
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1.4.2 Razvoj korpuskularno-talasnog dualizma elektro-
magnetnog polja i ¢estica od klasi¢ne do kvantne

fizike

Hipoteza de Brogliea 1924.
Davison-Germerov i Thom-
sonov eksperiment (1927.)

»| Talasna

priroda Cestica

Korpusku-
larno-talasni

Fizikalne
veliéine
konti-
nuirane
(klasi¢na
fizika)

Trajektorije (staze) Cestica u

A

klasi¢noj mehanici (Newton)

.| Korpuskularna

priroda Cestica

Interferencija i difrakcija

Talasna priroda

elektromagnetnih talasa

(Young 1802., Fresnel
1815., Laue 1812.)

»{ clektromagnetnog
polja

A 4

dualizam za
Cestice

A

Fizikalne
veliine
diskretne
(kvantna
fizika)

Comptonov efekat (1923.)

Zradenje crnog tijela (Planck 1900.)
Fotoelektri¢ni efekat (Einstein 1905.)

> Korpuskularno-
talasni dualizam
elektromagnetnog
polja

A

Korpuskularna priroda
elektromagnetnog polja

Specifi¢na toplota ¢vrstih tijela (Einstein 1907., Debye 1912.)
Linijski spektri. Ritzov princip kombinovanja (1908.)
Struktura atoma (Bohr 1913., Sommerfeld 1916.)
Franck-Hertzov eksperiment (1913.)
Stern-Gerlachov eksperiment (1922.)

Korpuskularno-
talasni dualizam
elektromagnetnog
poljai Cestica
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Poglavlje 2

Matematicke osnove kvantne
mehanike 1

2.1 Osobine operatora

Veé¢ smo koristili srednje vrijednosti polozaja i impulsa cestice i vidjeli da
mozemo dobiti srednju vrijednost opservable F' [predstavljene operatorom

A

F(z,p)] u stanju ¢ pomocu relacije
(Fy=F = /wmdv, (2.1)

gdje je F operator koji je na neki nac¢in povezan sa F. Ovdje ¢emo prvo reéi
nesto o operatorima uopste, a zatim ¢emo odrediti klasu operatora koja je
bitna za kvantnu mehaniku.

Neka su U i W dva skupa funkcija. Definisimo kontinuirano preslikavanje
L: U — W gdje je L(u) = w (u € U; w € W), i nazovimo L operatorom.
Operator L povezuje funkciju u € U sa novom funkcijom w € W. Simboli¢no
ovu relaciju piSemo kao proizvod operatora Li funkcije wu:

L(u) = Lu = w.
Operator sa osobinom
i(alul + apug) = oy Ly + o Lug, (2.2)

gdje su u; i ug proizvoljne funkcije, a a1 1 ap proizvoljne konstante, se naziva
linearnt operator.

Vidimo da su operator polozaja & = x i operator impulsa p, = —ihd/0z
linearni operatori. Tipican nelinearni operator je, na primjer, operator kvad-

ratnog korijena, jer oCito vrijedi y/aju; + aous # a1/u; + as\/us. Dalje,
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linearni operator je samo-adjungirant ili hermitski ako je

[wiiadv = [(Lunyvaav (2.3)
gdje su ¥y i 1, proizvoljne kvadrati¢no-integrabilne funkcije, ¢iji izvodi isce-
zavaju na granicama oblasti integriranja.

U kvantnoj mehanici zahtjevamo da svi operatori budu linearni i her-
mitski. Zahtjev da kvantno-mehanicki operatori budu linearni je povezan
sa zahtjevom da vrijedi princip superpozicije. Naravno, linearni operatori ne
narusavaju princip superpozicije. Da bismo bili u stanju da opisemo mjerljive
veli¢ine sa nasim operatorima moramo zahtjevati da njihove srednje vrijed-
nosti budu realne. Taj zahtjev je zadovoljen upravo za hermitske operatore.
Naime, za srednju vrijednost hermitskog operatora L vrijedi

= [vtvav = [@oyvav = | [vinav] -z 2

tako da je srednja vrijednost L opservable L realna.

2.2 Kombinovanje dva operatora

Sumu €' = A + B dva operatora A i B definisemo relacijom
Cy = (A+ By = Ay + By, (2.5)

koja vrijedi za proizvoljnu funkciju . Ako su A i B hermitski tada j je A+B
takoder hermitski operator. Proizvod D = AB operatora A i B definiSemo
pomocu ) . o

D = (AB)w = A(By). (2.6)
Ovdje operator B djeluje prvo na 1, a zatim operator A djeluje na novu
funkeiju (Bip).

Vazno je uociti da je bitan poredak operatora u proizvodu dva operatora:
opCenito vrijedi da je A(BY) # B(Ay), AB — BA # 0, tj. operatori A
i B ne komutiraju. Na primjer p,z¢) # xp., jer je (—ihd/0x)(z) #
x(—ihoy/0x).

Dva operatora komutiraju ako i samo ako je
AB — BA =0. (2.7)
Ovaj izraz nazivamo komutator i piSemo ga kao

A A A A

AB - BA=[A,B]_. (2.8)
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Analogno definisemo antikomutator kao!
AB+ BA—[A B, (2.9)
Sada ¢emo nac¢i odgovor na pitanje pod kojim uslovima je proizvod /:XB;
dva hermitska operatora takoder hermitski operator. Napisimo proizvod AB
kao

AB = Z[A B, + 2[A B_. (2.10)

>l\3|H

Pokazat ¢emo da je clan = [A B], uvijek hermitski, dok operator 1[4, B]_

nikada nije hermitski. Vrljedl
/ VA, BlasdV = % / VH(AB + BA)pydV
_ % / (Awl)*ngdVi% / (Buoy)* AdrpdV
_ % / (BA;@l)*%dVi% / (ABin) tsdV
_ % / (BA+ AB) giindV
1

= 5/[1}? Al apadV. (2.11)

Kako je AB + BA = BA + AB, operator —[A E]+ je uvijek hermitski, a
kako je AB — BA = —(BA — AB), operator 5[/1, B]_ je hermitski samo ako
je jednak nuli. Dakle, proizvod AB komutiraju¢ih hermitskih operatora je
takoder hermitski operator. Kako svaki operator komutira sam sa sobom,
A™ je hermitski ako je A hermitski. Operator A"B™ je hermitski, ako su A
i B hermitski i komutiraju.

1
2

2.3 Diracova bra i ket notacija

Integral [ ¢715dV se moze posmatrati kao skalarni proizvod kvadrati¢no-
integrabilnih funkcija ¢ 1 1. Obi¢no se koristi slijede¢a skracena notacija:

(1lthg) = /@Z)wde- (2.12)

Ovo se interpretira kao proizvod dva elementa (1| i |1)2). Element (¢4] se
naziva “bra”, a |i) “ket”.2 Oni zajedno formiraju “bra-ket” (engl. bracket

ICesto se koriste i slijede¢e oznake: [A, B] = [A, B]_ i {4, B} = [A, B],.
20va definicija je potekla od ¢uvenog fizicara P. A. M. Diraca (Dirak), o ¢ijem éemo
doprinosu teorijskoj fizici ée biti viSe rije¢i u okviru relatavisticke kvantne mehanike.
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- zagrada). I (11| 1 |12) su vektori (vektori stanja) u linearnom vektorskom
prostoru. Mnoge relacije u kvantnoj mehanici se mogu napisati na kraci
nac¢in koristenjem ove notacije (umjesto predstavljanja pomocu integrala).
Vektori stanja su vektori u kompleksnom linearnom vektorskom prostoru
sa ortonormiranom bazom. Svaki izraz u integralnoj reprezentaciji je povezan
sa izrazom u Diracovoj notaciji. Na primjer, relacija ortonormiranosti ima

oblik
/ U ndV = (U |thn) = Gpn- (2.13)

Ocito je da vrijedi |¢)* = (¢|. lzraz za o¢ekivanu vrijednost operatora L se
moze napisati kao

Wikle) = [ v Lvav. (2.14)
a hermiti¢nost operatora L se izrazava relacijom

(WILIY) = (L), (2.15)

2.4 Svojstvene vrijednosti i svojstvene funkcije

Da bismo dobili vise informacija o hermitskom operatoru L i o fizikalnim
velicinama koje su povezane sa njim, pored poznavanja srednje vrijednosti
L, potrebno je razmotriti srednju kvadratnu devijaciju (odstupanje) (AL)2,
Nadimo prvo kvantno-mehanicki operator koji opisuje tu velicinu. Devijacija
od srednje vrijednosti je odredena operatorom

A ~

AL=1L-1L, (2.16)

a kvadrat devijacije je X o
(AL)? = (L - L) (2.17)

Srednja kvadratna devijacija se moze izraziti kao

BIF = [ w(abpvav. (2.18)
i mora biti veca ili jednaka nuli (nenegativna). Zaista, iz

BIF = [ v @brav (2.19)
i hermiticnosti operatora AL slijedi da je

(AL)? = /(AD/;)*(AD/;)dV = / |ALp[>dV > 0. (2.20)
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Posto je podintegralna funkcija nenegativna, integral je pozitivno definitan,
pa je (AL)? takoder pozitivno definitno.

Potrazimo sada ona stanja 15, za koje velicina L ima konstantnu vrijed-
nost, tj. za koja je devijacija AL od L jednaka nuli. Za takva stanja vrijedi
(AL)? =0, tj.

/|AL¢L|2dV = 0. (2.21)

Podintegralna funkcija je realna i veéa ili jednaka nuli (kao apsolutna vrijed-
nost kompleksne funkcije). Dakle, vrijedi

ALy, = 0. (2.22)
Koristedi se definicijom operatora AL ovu relaciju mozemo prepisati kao
(L —Lyyr =0, (2.23)
tako da, posto mozemo pisati da je L = L u stanju vy, vrijedi relacija
Lip, = Ly (2.24)

Jednacina ove vrste se naziva jednacina za vlastite (svojstvene) vrijednosti.
WYy, zovemo vlastitom funkcijom, a L vlastitom vrijednoséu operatora L. Opée-
nito, operator L ima nekoliko vlastitih funkcija ¢ sa njima pridruzenim
vlastitim vrijednostima L,. Vlastite vrijednosti L, mogu formirati diskretan
spektar Ly, Lo, Ls, ... ili kontinuiran spektar. U drugom slucaju, vlastite
vrijednosti L uzimaju (poprimaju) bilo koje vrijednosti u intervalu L, < L <
L,1. Uskoro ¢emo se susresti sa operatorima sa diskretnim, kontinuiranim
i mijesanim spektrom (vidjeti sliku 2.1).

Sada ¢emo ispitati neke opste osobine vlastitih funkcija. Ograni¢it ¢emo
se na vlastite funkcije hermitskih operatora i na slucaj diskretnog spektra.
Moze se pokazati da su vlastite funkcije koje pripadaju dvjema razli¢itim
vlastitim vrijednostima medusobno ortogonalne. Neka su ), i 1, vlastite
funkcije koje odgovaraju vlastitim vrijednostima L,, i L,,, tj.

~ A

Uzimajuéi u obzir da su vlastite vrijednosti realne, kompleksnim konjugov-
anjem prve jednacine nalazimo da je

Ly, = Lydby, = Ly (2.26)

Mnozeéi slijeva drugu jednac¢inu iz (2.25) sa 1%, a jednacinu (2.26) sa by,
dobijamo

W Ly = 0 Lythn, b L%, = by Lt (2.27)
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continuous
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—4 . discrete —
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Slika 2.1: Primjeri spektara: (a) opsti spektar, (b) potpuno diskretni spek-
tar(engl. discrete), (c) potpuno kontinuirani spektar (engl. continuous), (d)
spektar sa kontinuiranim zonama (trakama; engl. bands), npr. kao u ener-
getskom spektru kristalne resetke.

Oduzimanjem druge jednacine od prve nalazimo da je
U Ltpn — 0n L7 = 0ty (L — Lin)- (2.28)

Ako integriramo po cijeloj zapremini V', dobijamo
[ontvnav — [lovav = Lo = L) [av. @)

Posto je L hermitski operator integrali na lijevoj strani gornje jednacine su
medusobno jednaki, tako da je

0= (Lo~ L) [ty (2.30)

Zahtjevali smo da je L, # L,,, tako da je

0= / bt dV, (2.31)

Sto je trazeni rezultat, tj. dokazali smo da su vlastite funkcije v, i ¥, koje
odgovaraju razli¢itim vlastitim vrijednostima medusobno ortogonalne.

Kako su vlastite funkcije diskretnog spektra kvadraticno-integrabilne, to
se one mogu normirati na jedinicu:

/ atpidV =1, (2.32)
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Kombinovanjem relacija (2.31) i (2.32) dobijamo

Dakle, vlastite funkcije ¢ ¢ine ortonormirani sistem (skup) funkecija.

Opcenito, ako postoji nekoliko vlastitih funkcija za svaku vlastitu vri-
jednost L, takva stanja nazivamo degenerisanim stanjima. Preciznije, ako
razlicite vlastite funkcije ¢, . . ., ¥, pripadaju vlastitoj vrijednosti L,,, gov-
orimo o a-strukoj degeneraciji. Fizikalno, ova degeneracija je povezana sa
mogucénoséu da se odredena vrijednost observable L realizira u razlicitim
stanjima.

Dokazali smo da su vlastite funkcije diskretnog spektra sa razlicitim
vlastitim vrijednostima medusobno ortogonalne. Ako imamo degeneraciju,
funkcije 1, su povezane sa istom vlastitom vrijednoséu L,: fﬂbnk = LYk
gdjejek =1,...,a. Uopstem slucaju te funkcije nisu ortogonalne. Medutim,
i u tom slucaju se uvijek mogu naéi ortogonalne funkcije, kao sto ¢emo sada
pokazati.

Pretpostavimo da su vlastite funkcije ¢,x (K = 1,...,a), povezane sa
vlastitim vrijednostima L, linearno nezavisne, tj. da ako je > 7 agthn, = 0,
tada vrijedi da je ar = 0 za svaki k. Kada ne bismo mogli zakljuciti da je
ar = 0 za svaki k, mogli bismo izraziti barem jednu funkciju kao linearnu
kombinaciju ostalih, tako da bi broj vlastitih funkcija bio manji od a. Ako
je skup funkcija 1, ortogonalan, mozemo ga iskoristiti kako bismo opisali
odredeno stanje. Ako nije ortogonalan, tada ovaj skup tranformisemo u novi
skup, tj.

a

Ona = Zaak¢nk, a=1,... a. (2.34)

k=1
Ova transformacija je linearna, tako da su funkcije ¢,, takoder vlastite
funkcije operatora L sa vlastitim vrijednostima L,. Sada zahtjevamo da
nove funkcije ¢,, budu ortonormirane:

/%*wc@nﬁdv = Oap-

Uslovi koje koeficijenti a,, moraju ispunjavati da bi opisali transformaciju
na ortonormirani sistem funkcija su

Z Z a;kaﬁk/skk/ = 5aﬁ7 nge je Skk! = /w:;kwnk’dv (235)

k=1 k'=1

Funkcije ¢,,x posmatramo kao vektore u a-dimenzionalnom prostoru funkcija,
a Skr kao skalarne proizvode ovih vektora. Tada, po analogiji sa geometrijom,
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transformaciju (2.34) mozemo posmatrati kao transformaciju sa kosouglog
(neortogonalnog) na pravougli (ortogonalni) koordinatni sistem.

Za nalazenje ortonormiranog skupa vlastitih funkcija u slucaju degene-
risanog spektra primjenjuje se prakti¢ni metod koji je u geometriji (linearnoj
algebri i vektorskoj analizi) poznat kao Schmidtov metod ortogonalizacije.
U prvom koraku se uzme jedan vektor (stanje), na primjer t,;, i definise
normirana talasna funkcija ¢,1 = ¥n1/v/(¥n1|n1). U slijede¢em koraku se
konstruise vektor ¢,2 = pn1+ne 1 zahtjeva da je (on1|pn2) = a{wn1|@n1)+
B{pn1|tn2) = 0. Slijedi daje o/ = —(@n1|tn2). Pored ovog uslova, potrebno
je vektor i normirati, tj. nametnuti uslov (@na|@ne) = 1. Primjenom ova dva
uslova se mogu odrediti koeficijenti a1 3. Treéi korak je konstruisanje vektora
stanja @3 = &’ pn1 + o + Yn3. Kao i ranije, zahtjevamo ortogonalnost
ovog vektora (stanja) na vektore @1 i @,2, kao i to da je ¢,3 normiran na
jedinicu. Dakle, imamo tri uslova za odredivanje o/, 5’ i . Dalji postupak
je analogan prethodnom.

Zapazimo da je ova transformacija definisana samo do na ortogonalnu

transformaciju. Ako su funkcije 1, ve¢ ortogonalne, tada je spp = Oppr 1
vrijedi
a
> alas = dap. (2.36)
k=1

Ovo je uslov da transformacija bude ortogonalna.

U slucaju kontinuiranog spektra ne mozemo numerisati vlastite vrijed-
nosti i vlastite funkcije. Umjesto toga, parametriziramo vlastite funkcije,
uzimajudi vlastite vrijednosti za parametre. Tada jednacina

Lipn(r) = Lythn(r) (2.37)

postaje
Lap(r, L) = Ly(r, L), (2.38)

gdje jer = (z,vy, z). Pomo¢u talasnih funkcija koje nisu ortogonalne mozemo
definisati Weylove vlastite diferencijale:

L+AL

Adb(r, L) = / (x, L)dL. (2.39)

L

Oni dijele kontinuirani spektar vlastitih vrijednosti L na diskretne regije
velicine AL (vidjeti sliku 2.2). Vlastiti diferencijali su ortogonalni i mogu
biti normirani (vidjeti odjeljak 2.11).
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Slika 2.2: Sjeckanje kontinuiranog spektra integriranjem funkcije ¢ (r, L) po
intervalima AL vodi do Weylovih vlastitih diferencijala.

2.5 Mjerljivost razlicitih opservabli u istim
trenucima

Iz Heisenbergovog principa neodredenosti znamo da je nemoguce istovre-
meno i tacno mjeriti koordinatu i impuls ¢estice. Vrijednost opservable je
jednoznacno (nedvojbeno) definisana ako je talasna funkcija vlastita funkcija
operatora povezanog sa tom opservablom, tj.

Lipy, = Lty (2.40)

Tada je opservabla L u stanju 1, dobro definisana, tj. ima taénu (precizno
odredenu) vrijednost L, i njena srednja kvadratna devijacija (AL)? je jed-
naka nuli. Opéenito, v, nije vlastita funkcija nekog drugog operatora M.
Dakle, ne mozemo dobiti informaciju (izvesti zakljucke) o opservabli M na
osnovu poznavanja talasne funkcije v,. Jedino ako je 1, takoder vlastita
funkcija operatora M , mozemo precizno mjeriti i M i L, tj.

Ly = Lotby, 1 Mupy, = Myihy, (2.41)

za svaku funkciju . Posto su obje gornje jednacine ispunjene, dobijamo da
[ M]_1, = 0. Naime, vrijedi ML, = LM, = L n Mty i LM, =
M Lwn = M, Ly, pa oduzimanjem dobijamo da je (ML — LM)i, = 0.
Skup vlastitih funkcija 1, hermitskog operatora L je kompletan. Prema
tome, prozvoljna funkcija ¢ se moze razviti po ¥y, tj. ¥ = > cyb,. OCito
je tada (M L—LM )w = 0. Posto je ¥ proizvoljna funkcija, vrijedi operatorska
jednacina ML — LM =0.
Dakle, ako se dvije opservable mogu istovremeno mjeriti tada je njihov
komutator jednak nuli. Pokazimo sada da vrijedi i obrnuto, tj. da ako je
[f), ]\7[], = 0, tada se opservable L i M mogu istovremeno mjeriti. Kao
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prvo, iz LM — ML = 0 slijedi da je LMy = MLy za svako ¢. Ako je
¢ vlastita funkcija operatora L, dobijamo da je L(M) = L(M), pa je i
Y = M ¢ takoder vlastita funkcija operatora L. Ako vlastita vrijednost L
nije degenerisana, mozemo zakljuciti da je My = Mu; tj. o' = M (¢ je
umnozak ).

U slucaju degeneracije, ¢/ = M1 moze biti linearna kombinacija f de-
generisanih vlastitih funkcija ¢, (k = 1,2,..., f) koje odgovaraju vlastitoj
vrijednosti L. Tada imamo

f
Y=Y Muwthy, k=12, f, (2.42)

k'=1

tj. ne mozemo zakljuciti da je ¢’ jednostavan umnozak 1. Medutim, posto
je izbor polaznih talasnih funkcija proizvoljan (sjetimo se da za svaki ¢ mora
vrijediti LMy = ML), to umjesto ¢, mozemo koristiti linearnu kombi-
naciju

/
= Z ak/z/Jk/ (243)

k'=1

kao pocetnu talasnu funkciju. Naravno, takoder vrijedi
Ly = L. (2.44)
Sada ¢emo izabrati koeficijente a; na takav nacin da vrijedi
Mo = M. (2.45)
Ovo mozemo uraditi zato $to uvrstavanjem ¢ u jednacinu (2.45) dobijamo
/ /
D ap My =M Y apiy. (2.46)
k'=1 k=1

Nakon mnozenja sa bra vektorom (k| (Sto odgovara operaciji [¢f...dV) i
koristenja uslova ortogonalnosti (¢x|tx) = dgpr dobijamo

f
> (kIM|Far = May. (2.47)

k'=1

Uvedimo skra¢enu oznaku za matriéni element: My = (k|M|K'). Posto smo
dobili linearni homogeni sistem jednacina za ay, njegova determinanta mora
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biti jednaka nuli, tj.

M11 - M M12 e le
My Mps—M ... M
. ” dol=o (2.48)
M;, Mpy ... My —M

Rjesenje ove jednacine daje vlastite vrijednosti M. Vidimo da u slucaju
degeneracije vlastitih funkcija v, operatora L mozemo konstruisati talasne
funkcije ¢ = ), apx, koje su istovremeno vlastite funkcije i LiM. Dakle, i
u tom slucaju se opservable L i M mogu istovremeno mjeriti, Sto smo i zeljeli
dokazati. Matematickim jezikom receno, u ovom odjeljku smo pokazali da je
relacija (2.41) ekvivalentna uslovu [L, M]_ = 0.

2.6 Operatori polozaja i impulsa

Za talasnu funkciju » = 1(r), operator polozaja je sam (prostorni) vektor
polozaja:

r=r. (2.49)
Njegove komponente su
T=x, y=y, Z=2 (2.49a)
Operator impulsa se izrazava kao
p = —ihV, (2.50)
i njegove komponente su
Dy = —ih%, Dy = —ihagy, D, = —ih%. (2.50a)

(2.51)

Dakle, vrijede relacije neodredenosti izmedu koordinata i njima pridruzenih
kanonsko-konjugovanih impulsa (z i p,, yipy, 21p,). One se ne mogu istovre-
meno tacno mjeriti (vidjeti naredni odjeljak, gdje ¢e ovo biti prodiskutovano
u detalje). S druge strane, npr. operatori z i p, komutiraju. Dakle, ove dvije



72 Matematicke osnove kvantne mehanike 1

opservable se mogu istovremeno mjeriti sa proizvoljnom tac¢noséu. Njihova
zajednicka svojstvena stanja su

d(x — x) exp (%pyy), itd. (2.52)

Definicija ¢ funkcije ¢e biti data kasnije.

2.7 Heisenbergove relacije neodredenosti za
proizvoljne opservable

Sada smo u poziciji da razmotrimo relacije neodredenosti na opstiji nacin.
Neka su dvije fizikalne veli¢ine opisane hermitskim operatorima A i B [npr.

A = I je operator polozaja i B = p, = —ihd/dx je operator impulsa].
Komutator ova dva operatora se pise kao
[A,B]_ = AB— BA=iC, (2.53)

gdje se C naziva ostatak komutiranja. C moze biti nula; tada A i B komuti-
raju. Pokazimo da je C' hermitski operator. Vrijedi:

/ WiA, Bl_tpdr = / W (AB — BA)ydr
= / :(A%)*B% — (B%)*A?/fz] dx
_ / :(BA%)*%—(ABM)%] dz

_ / (34" — 48] ud
_ _/ (AB—BA)wl]*wgdx, (2.54)
tako da je, na osnovu (2.53),
/ Y1iCnds = — / (iCv1) vade i
/ W Cibodic = / (é@z}l)*%d;@, (2.55)

¢ime je dokazano da je C hermitski operator. Ovo se moze dokazati i na
kra¢i nacin (f znacava hermitsko adjungiranje):
LiCt = (i) = [A, B]' = (AB)! — (BA) = BUAT— A
BA— A

A

—BA—AB=—[A,B]_.=—-iC = (C=C"
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Fizikalne veli¢ine koje odgovaraju operatorima A1 B unekom proizvoljnom
stanju v imaju srednje vrijednosti

A:/w*jwdx i B:/wéwdw. (2.56)

Kao i ranije, uvodimo operatore za devijaciju od srednje vrijednosti

~ A

AA=A-A i AB=B-B. (2.57)
Operatori AA i AB zadovoljavaju iste komutacione relacije kao i operatori
Ai B, tj.
[AA,AB]_ =iC.

Analogno nasem razmatranju u sluc¢aju relacija neodredenosti za operatore
P 1 &, ispitujemo integral

I(a) = / (aad—inB)| dr >0 (2.58)

koji zavisi od nekog realnog parametra a. Kako su AA i AB hermitski,
mozemo pisati

(o) = / (DA — iABY ¢ (aAA — iAB)bdx
= / UV (aAA 4+ iAB)(aAA — iAB)pda
_ / G 02(AA? + ia(ABAA — AAAB) + (ABY)ida
_ / Va2 (AA) + ol + (AB)wdz > 0, (2.59)

Uvodeéi oznake ((AA)?) = (AA)2, (C) = C'i ((AB)?) = (AB)2, mozemo

pisati zadnju jednacinu kao

A 12
A7 o+ -S| +@apr- 9 oy (2.60)
2(AA)? 4(AA)?
Kako ovo vrijedi za svako realno «, imamo
ey (€

(AB)Q _

4<AA)220 il (AAP(AB) >

(2.61)
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Ovo je Heisenbergov princip neodredenosti u najopstijem obliku. Ocito da on
vrigedi za sve fizikalne velicine sa nekomutirajucim operatorima. Za komu-
tirajuc¢e operatore (C’ = 0) nemamo relaciju neodredenosti za odgovarajuce
fizikalne velic¢ine, tako da se one mogu istovremeno tacno mjeriti. Iz gornje
relacije i jednacine [p,,Z] = —ih slijedi da relacija neodredenosti za ove
velicine glasi (Ap,)? (Axz)? > h%/4, $to odgovara ranije dobijenom rezultatu.
Kasnije ¢emo pokazati da je operator energije E = ihd/0t i da vrijedi relacija

[E,t]_ = ih. (2.62)
Dakle vrijedi slijedeca relacija neodredenosti izmedu energije i vremena:

h2
Z.

(AE)2 (AD)? > (2.63)

Za moment impulsa dobijamo slican rezultat, kao Sto ¢emo vidjeti u iduc¢em
odjeljku.

2.8 Operatori momenta impulsa

Zelimo izvesti izraz za operator momenta impulsa. Kako bismo ovo uradili
ubacujemo operatore 1 i p u klasi¢nu definiciju momenta impulsa L = r X p,
i dobijamo operatorsku jednacinu

~

L=rxp=—ih(r x V).

[zrazavanjem vektorskog proizvoda u Descartesovim koordinatama dobijamo:

0z dy
. . . 0 0
L, = 2p, — ap, = —ih (Zﬁ_x — xg) )
> A . 0 0
L., =2py, — yp, = —ih (xa—y — y%> ) (2.64)

Kako su faktori u gore navedenim proizvodima svi komutirajué¢i hermitski
operatori, operator L je takoder hermitski. Direktnim ra¢unom mogu se
izvesti slijedec¢e komutacione relacije za komponente operatora momenta im-
pulsa:

L,L,— L,L,=ihL., L,L.— L.L,=ihL,,
L.L,— L,L,=ihL,, (2.65)
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Sto se cesto pise krace kao

~

gdje je €;;x potpuno antisimetri¢ni (trodimenzionalni) tenzor, tj.

+1 ako su 7, J, k parna permutacija 1,2, 3
gijk = § —1 akosu¢,7, k neparna permutacije 1,2, 3 (2.67)
0 ako su dva ili tri indeksa jednaka.

Provjerimo npr. prvu relaciju u (2.65). Vrijedi

LyLy = LyLy = (yp: — 2y) (e — 2P2) — (e — xp2) (yP: — 2y)
= y(D.2)Dx + Y2PsPr — YTP2 — 2°PyPr + 2TPyPs
— 2YPad: + 2 Daby + yp: — (P22)Dy — T2P-Dy
— —ihyp, + ihxp, = ih(zp, — yp,) = ihL.. (2.68)

Pri tome su se ponistili svi clanovi osim prvog ¢lana u drugom redu i ¢etvrtog
clana u tre¢em redu. Komponente momenta impulsa nisu istovremeno mjer-
ljive, jer su relacije (2.65) oblika (2.53) sa ostatkom komutiranja razlic¢itim
od nule.

Kvadrat operatora ugaonog momenta je

L= L2+ L2+ L2 (2.69)
On komutira sa svim komponentama operatora ugaonog momenta, tj.
JL.]_=0. (2.70)
Provjerimo to za prvi komutator. Vrijedi
L2 L) = [L2+ L2+ L2, L,)- = [L2, L, + [L?

z

L,]_. (2.71)

Koristed¢i relaciju (2.65), prvi komutator na desnoj strani u (2.71) se moze
napisati kao
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Analogno, za drugi ¢lan se dobija

20, — 0002 = Ba(foha) — Dui? = Do(ihly + Dobs) — Q2
ik + (L) E. — L,02
ihiLy + (ihLy + LoD, — D12

= iW(L.L,+ L,L.). (2.73)

Suma ova dva clana, (2.72) i (2.73), je jednaka nuli, tako da je [L2, L,] = 0.
Slicno se moze dokazati i druga i treca relacija u (2.70).

Pogodno je napisati operator moment impulsa u sfernim koordinatama.
Transformacijom

x = rsind cos g, y = rsindsin g, z =rcosv, (2.74)

za komponente operatora momenta impulsa u Descartesovim koordinatama
dobijamo:

L, = ih (singp%-f—coswi)’

tg ¥ Oy
A , 0 sinp 0
L, = ih|— — —
Y ' ( T tg 0 8@) ’
- 0
L, = —ih—. 2.
. m@gp (2.75)

Vrijede slijedece relacije:

r? =2+t + 22 cosv = E, tgp = g, (2.76)
T T

na osnovu kojih je:

S 9 o\ ' oro 099 0p 0
. = —in (xa_y y£) = zh{rsmﬁcosgp {ayc% + Jy 00 + y 8gp}
ard 900  0p0d ]}

—7rsindsin ¢ [%E —1—%&9 + %&p

= —ihrsind {cos © {sin ¥ sin 90% + cos 19:111 Ld % rC(s)iSn% 8%0]

) ) 0  cosvcosp O singp 0
—sin g SlﬂﬁCOS(pE‘F " %_rsinﬁ%

= —ih—, (2.77)
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L = L2+ L12+12

0?2 B 0?2 02
_ 32 c 2 2 - . 29 7 I
= —h [(sm @ + cos” ) 8192+Ctg19019+(3tg 198902+0902
1 0 0 1 o
= 2l — sl ) — L | = _p2A 2.
h [smﬁaﬁ (Smﬁaﬁ>+sin219&p2} "R (2.78)

gdje Ay, oznacava onaj dio Laplaceovog operatora koji djeluje samo na
varijable ¥ i ¢. U ovom kontekstu takoder uvodimo i vlastite funkcije Y,
operatora L? pomo¢u relacije

LY (0, @) = LYy (9, ). (2.79a)

Funkcije Yy, (9, ¢) su sferni harmonici, sa kojima smo se upoznali u elektro-
dinamici. Oni su u vezi sa Legendreovim polinomima preko relacije

20+ 1 (1 —m)!
dr (I +m)!

Vinl,) = | ] S eosteme. (s0)

Legendreovi polinomi se mogu definisati kao

(_1)m dl+m

le(x) — 510 (1 _ x2)m/2dxl+m

(z* — 1)} (2.81)

gdjejel >m > —lI.
U jednacini za vlastite vrijednosti (2.79a), velicina L? se moze izraziti
preko [:
L*=rII+1), 1=0,1,2,..., (2.82)

tako da jednacina (2.79a) postaje
L2Yi0 (0, 9) = B2+ 1) i (9, ). (2.79D)

Izborom pogodnog koordinatnog sistema, data je prednost z komponenti
momenta impulsa. Naime, na osnovu relacija (2.77) i (2.80) dobija se da su
sferni harmonici Y}, takoder vlastite funkcije operatora L.:

L.Yim(9,9) = hmYi, (9, 0),  m=—1,—1+1,...,0,....1—1,1. (2.84)

Ocito je da je spektar operatora L2 i L, uvijek diskretan. Posto operatori L2
i L, komutiraju, njima odgovarajuce fizikalne veli¢ine se mogu istovremeno
mjeriti. Simultane vlastite funkcije su Y}, (¢, ¢). Svaka vlastita vrijednost
R?l(l + 1) operatora L2 je (2 + 1)-struko degenerisana zato $to za svaki [
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Lz

h33+1)= ¢4yt

3k 1=3
2K
3
L

Slika 2.3: Kvantni brojevi mh karakteriziraju kvantizaciju z komponente mo-
menta impulsa. U tom kontekstu se ponekad govori o “kvantizaciji smjera”.

Slika 2.4: “Ostar” moment impulsa L, i njegova z komponenta. Komponente
L, i L, nisu ostre. U vlastitom stanju operatora L% i L, vektor L vrsi
precesiju po konusu oko z ose.

postoji 21 4 1 vlastitih funkcija Yy, (I > m > —[). Zaista, iz relacija (2.80)
i (2.84) mozemo dobiti z projekciju momenta impulsa L sa apsolutnom vri-
jednoséu hiy/l(1 4+ 1). Ona poprima 2l + 1 razli¢itih vrijednosti mh. Ovo
je ilustrovano na slici 2.3. Ugao izmedu momenta impulsa i smjera kvanti-
zacije (npr. definisanog slabim magnetnim poljem) moze imati samo tacno

odredene vrijednosti:
m

cost = ———. (2.85)

VIL+T)
Ovo se nekada naziva smjer kvantizacije 1 ne znaci nista vise nego kvanti-
zaciju z komponente momenta impulsa, tj. L.. Tako dobijeni rezultati se
mogu interpretirati na slikovit nac¢in (pogledati sliku 2.4); vektor momenta
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impulsa L vrsi precesiju na konusu (kupi) oko smjera kvantizacije (z ose).
Kao rezultat, = i y komponente momenta impulsa nisu konstante u vremenu.
Ovo ilustrira relaciju neodredenosti izmedu L, i L, i izmedu L, i L,,.

2.9 Kineticka energija

Operator kineticke energije u Descartesovim koordinatama dobijamo analogi-
jom iz T = p?/(2m) kao

~2 2 2 2 2 2

o (0 0 0 R

T=—=——|—=+—+— ] =——A. 2.
2m 2m (8:62 * Jy? - 022 2m (2.86)

U polarnim koordinatama je:

. R I10 0 1 R 1 0 0 h?
T = — | =—— (2= —A - (PP ——A
2m [7"2 or (r 87“) + 72 19’4 2m r? Or <7’ (97“) omr2 0
. 1.2
= T, . 2.87
+ 2mir? ( )

Ovdje se operator T. moze interpretirati kao operator kineticke energije za
kretanje u radijalnom smjeru, a L2/(2mr?) kao operator kineticke energije
za rotaciono kretanje. Iz gornje relacije odmah slijedi da je [T,L2_ = 0,
tako da se kineticka energija i kvadrat momenta impulsa mogu istovremeno
mjeriti.

2.10 Ukupna (totalna) energija

Analogno Hamiltonovoj funkciji u klasicnoj mehanici, definiSemo Hamiltonov
operator ili hamiltonijan kao operator ukupne (totalna) energije:
: ol

H=T+V=
2m

+ V(r). (2.88)

Ako uzmemo zdravo za gotovo da je potencijalna energija samo funkcija uda-
lienosti, tj. V = V(r) (centralni potencijal), tada imamo [f], fJQ] = 0. Dakle,
kvadrat momenta impulsa i ukupna energija mogu se mjeriti istovremeno.
Isto tako, vrijedi [H, L.] = 0.

Posto operatori 7 = p2/(2m) i V = V(r) ne komutiraju, ne mozemo
nista tvrditi o tacnim vrijednostima potencijalne i kineticke energije, cak
i ako znamo ukupnu energiju. Za srednje vrijednosti ovih veli¢ina vrijedi
takozvani virijalni teorem (T') = (r - VV'), ¢iji dokaz za sada izostavljamo.
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2.11 Vlastiti diferencijali i normiranje vlasti-
tih funkcija za kontinuirane spektre

Poc¢injemo nasu diskusiju sa jednac¢inom za vlastite vrijednosti
Lip(r, L) = Lis(a, L), (2.80)

koja bi trebala da ima i kontinuiran spektar sa vlastitim vrijednostima L i
vlastitim funkcijama ¢(z, L). Integrirajuéi (2.89) po L u malom intervalu
AL dobijamo

R L+AL o
EAG(, 1) = / Lo, L)dEL. (2.90)
L
gdje se
L+AL o
AY(z, L) :/ W(x, L)dL (2.91)
L

naziva vlastiti diferencijal operatora L. Vlastite diferencijale je uveo poz-
nati njemacki matematicar Hermann Weyl (1885.-1955.). Pokazat ¢emo
da su vlastiti diferencijali Ay (x, L), za razliku od funkcija ¢ (x, L), ortog-
onalni. Takoder ¢emo pokazati da se velicine A (z, L) mogu i normirati jer
su konac¢ne u prostoru. Tada, u grani¢nom slu¢aju AL — 0, i normiranje
funkcija ¢ (x, L) ima smisla: radi se o tzv. normiranju na delta (J) funkciju.

Da bismo dokazali gore navedene tvrdnje, pocet ¢emo tako Sto komplek-
sno konjugiramo izraze (2.89) i (2.90):

L*Y*(z, L) = L'y*(z, L), (2.92)
L'+AL

L*AY*(z, L) = / L'y*(x, L')dL'. (2.93)

/

Tu smo preimenovali kontinuiranu vlastitu vrijednost u L. Mnozenjem (2.90)
sa AyY*(z, L"), i (2.93) sa AY(z, L), te naknadnim oduzimanjem dobijenih

relacija, nalazimo da je
[ el (@, 1) L, 1)~ Su(e, DL AW (o, L)

L+AL L'+AL
_ / " / i / A = D D (e ).

’

Posto je L hermitski operator, lijeva strana gornje jednacine je jednaka nuli.
Kako bi intervali AL i AL’ trebali biti mali, L — L' ~ L — L' mozemo
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izvudi ispred trostrukog integrala, koristeci se teoremom srednje vrijednosti
integralnog racuna, i dobiti

(L- L / deAy*(z, L') Ay (z, L) = 0. (2.94)

Tamo gdje se intervali AL i AL ne preklapaju (vidjeti sliku 2.5), vrijedi da
je L # L', iiz (2.94) slijedi ortogonalnost vlastitih diferencijala:

/ Qe A (o, DAYz, L) =0 7 L+L. (2.95)

zu.ll 1 Ay D) —t—I;
___,..L .
T 1A ¥z, L)
ﬂL’I 4+ A¢(z. L") i B ¢
—tmp? -1 L
a b

Slika 2.5: Nepreklapajuéi (a) i preklapajuéi (b) intervali u spektru vlastitih
vrijednosti.

Situacija je drugacija kada se intervali AL i AL’ preklapaju (vidjeti sliku
2.5). Pokazimo prvo da je integral

N = /dwa*(w, LYAY(z, L) (2.96)

mali, reda veli¢cine AL. U tu svrhu, napisimo (2.96) kao:

L+AL .
N = /dxAz/J (x, L)/L W(x, L)dL
Lo

= / dzAy*(z, L) Y(x, L)dL, (2.97)

L1
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gdje su L; i Ly izabrani na takav nac¢in da je interval (L, L + AL) lociran
unutar intervala (Lq, L) (vidjeti sliku 2.5). Kao posljedica relacije ortogo-
nalnosti (2.95), doprinosi intervala (Ly, L) i (L + AL, L) cijelom intervalu
(L1, Ly) su jednaki nuli, $to je iskoristeno u zadnjem koraku u relaciji (2.97).
Ako pustimo da AL tezi nuli, postaje oc¢ito da N tezi nuli kao AY*(z, L) i,
prema tome, N je proporcionalno sa AL. Dakle, odgovarajué¢im (pogodnim)
normiranjem A (x, L) uvijek mozemo postiéi da je

lim —- =1 (2.98)
ASVAL '
tj. [ deAy*(z, L)Ay(x, L) = AL za AL — 0.
Sada kombinujemo rezultate (2.95) i (2.98) u slijedeci uslov ortogonalnosti
za vlastite diferencijale:

AL za preklapajucée intervale
L B (L,L+AL)i (L', + AL),
/dwa (z, L) Av(, L) = 0  zaintervale (L,L+ AL) i
(L', L' + AL’) koji se ne preklapaju.

Ovo dozvoljava daljnju transformaciju za male AL, tj.

L+AL

/ deAY* (z, LAy (x, L) = / dx Ay (z, L) / Y(z, L)dL

L
AL za intervale koji se preklapaju,

_ * / _
a /dwa (@, L) (w, L)AL = { 0  za intervale koji se ne preklapaju.

(2.99)
Nakon dijeljenja sa AL, ovo postaje

. , [ 1 ako L' = L lezi unutar intervala (L', L’ + AL’),
/dwa (z, L)oo (e, L) = { 0 ako L ne lezi unutar intervala (L', L' + AL').

Ovo se moze napisati i kao

L'+AL ' ! '
-, T | 1 akoje L =L"za AL — 0,
/, dL /diﬂw (z, L')Y(z, L) = { 0 akoje L # L' za AL — 0.

(2.100)
Ocito je da je izraz

/d:mﬁ*(x, LYy(x, L) =6(L — L") (2.101)
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Diracova delta funkcija, koja nam je poznata iz elektrodinamike, i za koju,
prema (2.100), vrijedi

L'+AL' ~ . . /
~, = | 1 ako L lezi unutar intervala AL’,
/, dLo(L = L) = { 0 ako L ne lezi unutar intervala AL’ (2.102)
Iz ove relacije, odmah dobijamo poznatu osobinu
b . .
=, _ingi_ ) f(L) ako je L unutar intervala (a,b),
/a AL = L)dL" = { 0 ako je L izvan intervala (a,b). (2.103)

Naime, prema (2.102), §(L — L), kao funkcija L', mora biti lokalizovana oko
vrijednosti L, tako da za integral [ LL, AL AL oko L uvijek da vrijednost

jedan (vidjeti sliku 2.6).

Slika 2.6: Dvije funkcije koje aproksimiraju funkciju §(L — f/)

Normiranje (2.101) za funkcije ¢ (z, L) kontinuiranog spektra je dobijeno
tako $to se poslo od normiranja vlastitih diferencijala (2.11). Umjesto da
govorimo o ortonormiranosti vlastitih diferencijala, mozemo, prema (2.101),
reCi:  funkcije (x, L) kontinuiranog spektra su normirane na § funkciju.
Dakle, ovo normiranje na ¢ funkciju u kontinuiranom spektru ta¢no odgovara
normiranju na Kroneckerove simbole 0, u slucaju diskretnog spektra.

2.12 Razvoj po vlastitim funkcijama

Pravimo matematicku pretpostavku da sve vlastite funkcije operatora L, koje
nazivamo 1, (z) i koje odgovaraju vlastitim vrijednostima L,,, ¢ine potpun
(kompletan) skup funkcija. Pod ovim mislimo da se svaka proizvoljna funkcija
Y (x) moze razviti po vlastitim funkcijama v, (x):

V(@) = anth(x). (2.104)

n
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Koristeéi ortonormiranost funkcija ¢, (¥,|m) = dnm, lako mozemo odrediti
koeficijente razvoja a,. Mnoze¢i obje strane (2.104) sa ¢* (z) i integrirajuéi
po x dobijamo

/1/1(1: z)dz = Zan /% 2)dr =Y aybum = ap,.  (2.105)

n

Na osnovu analogije izmedu razvoja (2.104) i razvoja vektora A po ortonormi-
ranoj bazi sa baznim vektorima e;, A = ) . a,e;, koeficijenti razvoja a,, u
(2.104) se mogu interpretirati kao komponente vektora (stanja) ¥ u bazi 1.
Ako uvrstimo (2.105) u (2.104), dobijamo

=5 ([ wewiras ) vt = [ (Z ¢;<x'>wn<x>> ()i

(2.106)
Da bi ovaj identitet vrijedio za svaku proizvoljnu funkciju ¢ (x), o¢ito mora
da vrijedi relacija

Z¢ =6z — ). (2.107)

Ovo je takozvana relacija zatvorenosti, koja takoder direktno slijedi iz razvoja
9 funkcije po ¥, (z):

§(z —2') Zanwn ap = /¢25(x — a')dx = iy (2"),

tako da je

oz — ') Z@/J

Ako se singularna funkcija §(z — z’) moze razviti po skupu funkcija ¥, (z),
onda je taj skup kompletan (ili zatvoren). Odatle i potice naziv “relacija
zatvorenosti”.

2.13 Zadaci
Zadatak 2.1.

(a) Pokazati da je operator x komponente impulsa p, = —ihd/Jz hermitski
operator.

(b) Pokazati da je ocekivana vrijednost operatora p, realna.
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Rjesenje: (a) Operator impulsa je o¢ito linearan operator jer je:

D (Q1h1 + aghe) = carpathr + aopyibs.
On ¢e biti i hermitski ako za proizvoljne kvadrati¢no-integrabilne funkcije 1,
i 1)y vrijedi:
[ vipenav = [ (o) vaav.
Ovdje je dV = dxdydz i koristili smo definiciju (1.4.3). Provjeru gornje

relacije izvr§it ¢emo tako Sto ¢emo primijeniti parcijalnu integraciju po x:

u =17, du = (0¢/0x)dzx, dv = (02 /0x)dx, v = 1py. Vrijedi:

[ vthvaav = [ iz / du; (—m )wQ

= —ih/dydz [Wfpa] 220 + zh/dydz/ 87#1

Posto su v i ¥y kvadrati¢no-integrabilne funkcije koje teze nuli na grani-
cama podrucja integriranja, prvi ¢lan na desnoj strani u gornjoj relaciji je
jednak nuli. Koriste¢i relaciju ihiov;/0x = (—ihd, /Ox)", drugi ¢lan se moze
prepisati kao [ (py01)" ¢2dV, ¢ime je dokazano da je operator p, hermitski.

(b) Analogno kao pod (a) pokazuje se da je operator p, = —ihd/0y
hermitski i da za proizvoljnu kvadrati¢no-integrabilnu funkciju v vrijedi:

p,= [ vty = [y vav = | [ o] =5,
tj. ocekivana vrijednost operatora p, je realna.

Zadatak 2.2. Odrediti komutator operatora impulsa i polozaja [p,, Z].
Rjesenje: Za proizvoljnu funkciju ¢ vrijedi

puiv = =it (ov) = —in (w5 4 a5 ) = —in (v + 25,

0
: o o
TP =x <_m833) —zhx%,

tako da je
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Posto je 1 proizvoljna funkcija to vrijedi operatorska jednakost:
[P, 2] = —ih.

Zadatak 2.3. Neka su L Ll, LQ, Ls i M linearni operatorl u komplek-
snom linearnom prostoru. Neka je E jedini¢ni operator a 0 nul- operator u
tome prostoru i neka je a proizvoljni skalar. Ako je komutator operatora Li

M definisan sa [ﬁ, ]\;[} = [ﬁ, M]_ = LM — MI:, dokazati slijedece relacije:

[L,M] = —[M, L], (2.108)

[L,L] =0, (2.109)

[L,aM] = a[L, M], (2.110)

[L,aE] =0, (2.111)

[Ly + Lo, M] = [Ly, M] + [Ls, M], (2.112)

[LyLy, M] = [Ly, M]Ly + Ly[ Ly, M], (2.113)

(M, LyLy) = [M, L1]Ly + L, [M, L], (2.114)

[il, [imiz]} + [z% [ES,i/l]] + [i:s, [Elaf/2]:| = 0. (2.115)

Rjesenje: Prvih pet relacija su trivijalne i njihov dokaz slijedi direktno
iz definicije komutatora. Dokazat ¢emo sada relacije (2.113)—(2.115).

[ﬁlﬁg, M] = Ly LoM — MLyLy = ‘dodajemo i oduzimamo LM L
 BNILy — NIy Lyt EaLodT — EANI Ly — [Lr, VI]Lo + La[is, NI] = (2.113),
[M, lefzg] = [LlLQ, ] |kOI'ISt1mO (2 113)’ = [f/l, M]fzg - f/l[f/% M]

|koristimo (2.108)| = [M, L] Ly + Li[M, Ly] = (2.114),
[f/l, [fzg, [Azg]i| = |:i/17 E2£3i| — [[Azl, fzgfzg} = |koristimo (2114)|
= [zh ﬁQ]z3 + fzz[il, E3] - [izl, f/3]ﬁ2 - f,3[ﬁ1, [:2]
= — Lo [Lu Lol | = |Las Lo, L))

odakle se dobija (2.115). Ova jednacina je poznata i kao Jacobijev identitet.
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Zadatak 2.4. Odrediti vlastite funkcije 1, (z) operatora impulsa p,.
Rjesenje: Jednacina za odredivanje vlastitih vrijednosti operatora impulsa
glasi

Datbp, () = pathp, (@),
tj.
2Dy (),

odakle dobijamo slijede¢u jednacinu

—dzﬂ% (z) = &dx.

=1

Uy, (2) h
Integriranjem ove jednacine zakljucujemo da za svako p, (—oo < p, < 00)
vrijedi

Pz

Yy, () = Cexp (i%dw) = ke =1F

gdje je C konstanta koju ¢emo odrediti kasnije. Spektar impulsa je kon-
tinuiran (—oo < p, < 00) 1 za svaku vlastitu vrijednost impulsa p, postoji
vlastita funkcija v, koja ustvari predstavlja ravni talas koji se krece u smjeru
pozitivne z ose sa konstantnim impulsom p, [uporediti i jednac¢inu (1.3.3) za
de Broglieve talase].

_ ikgx
= (Ce"™",

Zadatak 2.5. Normirati vlastite funkcije operatora impulsa p,.
Rjesenje. Vlastite funkcije operatora impulsa su v, (z) = C,, exp(ip,x/h),
gdje je (), konstanta normiranja koju trebamo odrediti, i koja, u principu,
zavisi od p,. Spektar vlastitih vrijednosti impulsa —oo < p, < oo je nepreki-
dan. Da bismo odredili €, formirat ¢emo, na osnovu (2.101), integral:

/ 1/) 1/’1795 (z) dv = C* Cpr / iwe—pa)z/hy

2 si o
= Cy,Cp,h lim / Wl [h = G, Cy B lim i (7, — pe)),

Na osnovu slijedeé¢e osobine d-funkcije

lim sin(nx)

n—0oo ™

= o(x)
je
/ Wy (2)ty, (z)da = Cy, C,, 2mh0 (), — pa)

Da bismo dobili normiranje na d-funkciju mora vrijediti |C'px|2 2rh = 1, tj.,
do na fazni faktor exp (iv(p,)), je: Cp, = 1/v27wh. Posto taj fazni faktor
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nema nikakvog uticaja biramo ga da bude jednak jedinici. Prema tome,
ortonormirane vlastite funkcije operatora impulsa su:

Yy, (2) = \/%i exp (%pzx> )

Trodimenzionalno poopstenje tog rezultata je ocito:

¢p(r> =y, (x)wpy (3/)1/11)2 (2)
= (27rh)_3/2 exp (i(pzx + pyy + p.2)/h) = (27rh)_3/2 exp (ip - r/h).

Te funkcije su normirane na slijede¢i nacin:

[ vty = [ @@ [ o 0w, 0

) / U (2) . (2)dz = 6 (9, — P2) 0 (P, — 1) 0 (P — =) = 0 (P — p).
Zadnji korak sadrzi definiciju trodimenzionalne J-funkcije.

Zadatak 2.6. Nadi lim. o 1/(x +ic).
Rjesenje: Poc¢i ¢emo od jednakosti

1 T F i€ T i€

— = = ¥
rtic x2+e2  x24e2 0 242

i analizirati integral

lim Md
e—0 J_ xLic
. 3
= lli%/ flx 2+ 2da:$zl1ir(1) f( )mdx (2.116)

Na osnovu jedne od reprezentacija d-funkcije:

. 15
oo —mo) = Clim o

za drugi ¢lan u drugom redu u relaciji (2.116) dobijamo

Fi ll_I}% /OO f(x)xz;wdx = Fim /oo f(x)o(z)dx = Fim f(0).
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Prvi ¢lan u drugom redu u (2.116) se moze prepisati kao

hm/ f(z dx—hm/ f(x ——i—hm/ f) ™

+lim ( _7?/ 1@, +f()ﬁ0/ ﬂ. (2.117)

2 4 2 2
=0 c TP+ ¢€

Ovdje P oznacava Cauchyjevu glavnu vrijednost

P [ [ [0,

Zadnji clan u (2.117) je jednak nuli zato $to Sto mu je integrand neparna
funkcija (i za ¢ — 0). Prema tome, sada mozemo (2.116) pisati kao:
f

lim
e—0

:77/_00 @dxq:zﬁrf(O),

Sto je trazeni rezultat. Ovo se moze predstaviti simbolicki kao ¢esto koristena
formula (koja se ponekad naziva i formula Sohockog)

. 1
lim -
e—0 x +1¢

L.
= 79; Find(x).

Zadatak 2.7. Pokazite da se J-funkcija moze predstaviti kao limes
“krive-zvona’:

€

y(l‘,&) =

Rjesenje: Kriva-zvono postaje uza i visa sa smanjivanjem ¢ (vidjeti sliku
sa €1 < g9). Vrijedi:

lim y(x €)=

E*)

> zax =0,

{ 0zax #0,
dok povrsina pod krivom ima uvijek vrijednost

/ y(z,e)dr = 7~ 'arctg(z/e)|>, =1,

e}

nezavisno od ¢. Ispitajmo sada integral

-/ Zf<x>y<a: )da
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Slika 2.7: Primjeri krive-zvona.

za neprekidnu, ogranicenu funkciju f(z), kao funkciju parametra . Zam-
jenom x = £ dobijamo

F@%=[%f&®ﬂ®%,

gdje je

[e.9]

g =1+, /_ g(&)de = 1.

[ee]

Ovaj integral uniformno konvergira [postoji M € R (nezavisan od ¢) takav
da je |f(e§)g (&) < Mg(&)]. Postoji teorem koji garantuje da je F(e)
neprekidno. Odatle je lim._,o F'(¢) = F(0) i

nmf@wu¢Mm=mnm@=Pﬂ»=/mfmmgmgzjmf@w@Mm

e—0 e—0

za proizvoljnu neprekidnu ograni¢enu funkciju f. Prema tome, mozemo pisati
d(z) =“lim._gy(x,e)”. Navodnici nas podsjeéaju da limes ¢ — 0 ne treba
vrsiti prije integriranja test funkcije.



Poglavlje 3

Schrodingerova jednacina

U klasi¢énoj mehanici je moguce izracunati, na primjer, vibraciona stanja
(modove) zice, membrane ili rezonatora rjesavajuéi talasnu jednacinu uz
odredene granicne uslove. Od samog pocetka razvoja kvantne mehanike pos-
tojao je problem nalazenja diferencijalne jednacine koja opisuje diskretna
stanja atoma. Nije bilo moguce izvesti takvu jednacinu Kkoristeéi stare i do-
bro poznate fizikalne principe; umjesto toga, morale su se traziti paralele sa
klasicnom mehanikom i pokusati dedukovati Zeljenu jednacinu i potkrepiti
je opravdanim argumentima. Takva jednacina, koja nije izvedena nego in-
tuitivno pogodena, bi postala postulat u novoj teoriji, dok bi se njena valid-
nost morala provjeriti eksperimentalno. Ova jednacina za proracunavanje
kvantno-mehanickih stanja se naziva Schrodingerova jednacina, prema
austrijskom fizicaru Erwinu Schrodingeru (1887.-1961.) koji ju je prvi uveo.
Mi ¢emo ipak ovdje predstaviti jedan pokusaj “izvodenja” te jednacine.

U relativistickoj klasi¢noj mehanici, vrijeme i prostorne koordinate, a
takoder energija i impuls, se tretiraju kao cetiri komponente cetverovektora:

x, = (v,ict), p, = (p,iE/c), v=1,234. (3.1)
Poopstavajué¢i trodimenzionalni operator impulsa p = —iAV na cetvero-
dimenzionalni relativisticki operator, dobijamo
. 0 o 0 0 0
p, 1 F )z—'h =—th| —, —, —, — | - 3.2
(p iE/e ! oz, ' (ax oy’ 0z 8(2025)) (3:2)

I na lijevoj i na desnoj strani u (3.2) nalaze se ¢etverovektori. Uporedivanjem
vidimo da energiji odgovara slijede¢i operator:

~ 0

E=ihg. (3.3)
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Sjetimo se da smo ve¢ imali jedan operator za energiju — hamiltonijan }:I
cestice. Ocito, imamo dva operatora za energiju. I E i hamiltonijan H
opisuju ukupnu energiju i mogu se izjednaciti. Ovo nas upravo vodi na
Schrédingerovu jednacinu:
- ~ o 0 ~
E@Z)(I’,t) = Hw(ra t) ili Zh&¢<r7 t) = H@Z)(I‘,t),
N h?
djeje H=——A+V(r). 3.4
gdje je oA+ VI(r) (3.4)

Koristeci talasnu funkciju za slobodnu ¢esticu (de Brogliev talas),

b(rt) = Aexp [—%(Et b r)}

1 1
= Aexp (5 zy:pl,x,,> = Aexp <ﬁp : a:) , (3.5)

dobijamo da je vlastita vrijednost operatora E upravo totalna energija F.
Treba napomenuti da Schrodingerova jednacina nije relativisticka jedna-
¢ina. Zaista, polazeéi od izraza za relativisticku energiju slobodne cestice:

E? = p*c® + m*ct, (3.6)

primjenom principa korespondencije, koji je izrazen relacijom (3.2), dobijamo
Klein-Gordonovu jednacinu za talasnu funkciju koja opisuje slobodnu cesticu
u relativistickoj kvantnoj mehanici

82
—h2@ (I‘, t)

(=R A + mPc)Y(r, t). (3.7)

Schrédingerova jednacina i Klein-Gordonova jednacina su linearne difer-
encijalne jednacine. To znaci da, ako su w; i ¥y rjeSenja jedne od tih
jednacina, tada je i funkcija definisana sa 1 = a; 4+ by takoder rjesenje te
jednac¢ine. Ovo je matematicka formulacija principa superpozicije. Schrodin-
gerova jednacina je prvog reda po vremenu i drugog reda po prostoru, dok
je Klein-Gordonova jednacina drugog reda i po vremenu i po prostoru. Pret-
postavljamo da talasna funkcija u trenutku ¢ sadrzi sve informacije o tome
kako se stanje mijenja ako nema vanjskih perturbacija. Samo Schrodingerova
jednacina, kao diferencijalna jednacina prvog reda po vremenu, zadovoljava
ovu pretpostavku. Klein-Gordonova jednacina, koja je vazna u relativistickoj
kvantnoj mehanici, se interpretira na drugaciji nacin i o tome ¢e kasnije biti
viSe rijeci. Schrodingerova jednac¢ina (3.4) sadrzi kao faktor imaginarnu je-
dinicu 7, sto ukazuje na to da su moguca oscilatorna rjesenja.
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Ako hamiltonijan H = H (r,p) ne zavisi eksplicitno od vremena, pros-
torne i vremenske koordinate u Schrodingerovoj jednacini se mogu separirati
uvodenjem smjene:

h(r,t) = (r) f(1),

gdje se ¢(r,t) i ¢(r) tretiraju kao dvije razlicite funkcije. Schrodingerova
jednacina (3.4) se tada svodi na:

0

it ()5 £(8) = [HU (L (0) (3.8)

Dakle, vremenske i prostorne varijable su separirane, tako da je ( f=of /Ot)

ihf(t) = Hi(x) = const. = F. (3.9)

f@)  a(r)

Rjesenje diferencijalne jednacine ihf (t) = Ef(t) za vremenski zavisnu funkciju

f(t) glasi
f(t) = const.exp (—iEt/h). (3.10)

Funkcija sa prostornim argumentom ) (r) je rjeSenje stacionarne Schrodin-
gerove jednacine

~

Hy(r) = Ey(r). (3.11)

Talasna funkcija 1 (r,t) je periodi¢na u vremenu, sa faznim faktorom
exp(—iEt/h), sto je razlog zasto su gustoca vjerovatnoce 1*1) i, kao sto éemo
vidjeti kasnije, gustoca struje j vremenski nezavisne. Jednacina (3.11) je
jednacina za vlastite vlastite vrijednosti hamiltonijana, gdje je energija E

realna vlastita vrijednost. Opsta rjesenja Schrodingerove jednacine (3.4) su
oscilirajuc¢e funkcije vremena t:

Un(r,t) =, (r)exp (—iE,t/h), (3.12)

koje su normirane su na slijede¢i nacin

/ﬁmwwmw:/wmwmsz (3.13)

Svako stacionarno stanje odgovara dobro definisanoj energiji i neogranic¢enoj
stabilnosti u vremenu. Ima karakter stojeceg talasa zato Sto je gustoca
vjerovatnoce data sa 1*1 vremenski nezavisna. Ovo ne vrijedi za linearnu
superpoziciju stacionarnih stanja.
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3.1 Ocuvanje broja cestica u kvantnoj mehanici

U elektrodinamici vazi dobro poznata jednacina neprekidnosti (relacija kon-
tinuiteta)

% +divj, =0, (3.14)

gdje je o. gustoca naboja, a j. gustoca elektricne struje. Ova jednacina
izrazava zakon odrzanja elektricnog naboja: ako se gustoca naboja u ele-
mentu zapremine promijeni, tada elektri¢na struja prolazi kroz povrsinu tog
elementa zapremine (Gaussov zakon).

Sada ¢emo pokusati da nademo slicnu relaciju za broj ¢estica u nekom ele-
mentu zapremine. Umjesto gustoce naboja razmatramo gustoc¢u vjerovatnoce
w = Y*p. Ako zahtjevamo da nema ni stvaranja ni anihiliranja ¢estica, tada
vrijedi i slijedeca relacija kontinuiteta:

ow
ot

Nas cilj je da nademo izraz za gustocu struje cestica j. Krenut ¢emo od
vremenski zavisne Schrodingerove jednacine

+divj=0. (3.15)

o 1 -
—=—H 3.16
ot ih v (3.16)
i njoj kompleksno-konjugovane jednacine
o* 1 A
= ——H"Y". 3.17
ot ih 4 (3.17)

Mnozed¢i slijeva prvu jednacinu sa ¥* a drugu sa 1, sabiranjem tako dobijenih
jednacina nalazimo da je

0 * i * T 7%k
) + (W HY = pH ) = 0. (3.18)
Ako pretpostavimo da je potencijal V' (r) realan i ne zavisi od brzine (odnosno

od impulsa p = —ihV), mozemo pisati H = p2/(2m) + V(r) = H*, tako da
se (3.18) svodi na

0 ih

—(y* — (pVPp* —p* V) = 0. 3.19

o) + STV — U V) (3.19)
Ispred drugog clana u zagradi mozemo izvuéi jedan nabla operator:

YV -V = VR £ VOV - VYV - VR
= V@V - " VY).
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Dakle, imamo

a(w V) + %le (V" — V) = 0. (3.20)

Ova jednacina ima oblik trazene jednacine neprekidnosti ako definiSemo gusto-
¢u struje cestica na slijede¢i nacin:

. 1h . .
j= 5o (Vv = v V), (3:21)

Primjena Gaussovog zakona

/V(divj)dV = ﬁj ‘ndF (3.22)

vodi na integralnu jednac¢inu

0
L v i dF = 0. 3.23
mew +ﬁj (3.23)

Fluks cestica kroz povrsinu F' podrué¢ja (elementa zapremine V') je ekviva-
lentan varijaciji (promjeni) gustoce cestica unutar tog podrucja.
Zahtjevali smo vremenski nezavisno normiranje talasne funkcije

‘wasz

tj. da je struja cestica koja prolazi kroz beskona¢no daleku povrsinu jednaka
nuli. Dakle, uporedujuéi jednacinu (3.23), zakljué¢ujemo da se na jedinicu
mogu normirati samo ona stanja ¢iji strujni fluks kroz beskonacéno daleku
povrsinu isCezava (tezi nuli). Ako ho¢emo da izra¢unamo gustocu struje
mase ili gustocu elektri¢ne struje na osnovu cesti¢ne gustoce struje, jednacinu
neprekidnosti moramo pomnoziti sa masom m, odnosno nabojem e, tako da
su gustoca mase i gustoca naboja date sa

Om = mw*% Qe = €¢*w (324)

Prema tome, zakoni odrzanja takoder vrijede i za masu i za naboj.
Kao primjer izracunanja cesticne gustoce struje, uzmimo ravni talas 1) =
Aexp(ik - x). 1z (3.21) dobijamo

hk
m m
Ocita je povezanost izmedu relacija za gustocu struje cestica j i brzine cestica

v. Naravno, u ovom slucaju struja kroz proizvoljno daleku povrsinu nije nula,
i normiranje ravnih talasa se, umjesto na jedinicu, vrsi na ¢ funkciju.
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3.2 Stacionarna stanja

Podsjetimo se da, u slucaju kada hamiltonijan H ne zavisi eksplicitno od
vremena, mozemo izvrsiti separaciju varijabli x i ¢ u vremenski nezavisnoj
Schrodingerovoj jednacini

m%wu¢y=ﬁ¢u¢y (3.26)

Smjenom v, (x,t) = 1, (z) f(t) dobijamo dvije diferencijalne jednacine:

ih% = Eofult), Hibn(z) = E b (x). (3.27)

Rjesavanjem prve jednacine smo dobili vremenski faktor f,,(t) = exp(—iE,t/h),
koji je normiran na takav nacin da je |f,|*> = 1. Druga jednacina u (3.27) je
stacionarna Schrodingerova jednacina. Uvodeci oznaku F,, = hw,, za vlastitu
funkciju hamiltonijana H imamo:

Un(x,t) = Py (x)e ™t (3.28)

Opste rjesenje W(z,t) vremenski zavisne Schrodingerove jednacine je super-
pozicija svih ¥, (z,t):

V(wt) = Y Col0)n(z,t) =Y Cult)thn(w),
gdje je: C?n(t) = C,(0)e ", ’ (3.29)
Koeficijenti C), su odredeni integralom
Cn(0) = /\Il(x, 0)yr(x,0)dz. (3.30)
Da bismo ovo dokazali, posmatrajmo prvo (3.29) u trenutku ¢ = 0:

U(x,0) = Col(0)n (). (3.31)

Pomnozimo obje strane gornje jednacine sa ¢ (x) i integrirajmo po x. Posto
su talasne funkcije v, (x) ortonormirane, tj. (¥,|tm) = dmn, 0vo nam daje

/ (o, 0 (@)de = 3 Cal0) / (e, (2)da
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Ovo je upravo rezultat (3.30). I ovdje se mozemo pozvati na analogiju
razvoja (3.29) i razvoja proizvoljnog vektora A po ortonormiranoj bazi e;:
A =", ae;, gdje su komponente (koeficijenti razvoja) a; = A - e; skalarni
proizvodi vektora A sa baznim vektorima e;. Prema ovome, (3.29) mozemo
posmatrati kao razvoj stanja W(x,t) po baznim vektorima ), (z). Koefici-
jenti razvoja C,(t) su, dakle, komponente vektora stanja W(z,t) izrazenog
preko vektora baze 1), (x).

3.3 Osobine stacionarnih stanja
Kako je vremenski faktor normiran, to je ¢ (r,t)i,(r,t) = ¥:(r),(r).

Dakle, za stacionarna stanja je gustoc¢a vjerovatnoce konstantna u toku vre-
mena:

w(r,t) = w(r). (3.32)
Struja j,(r,t) je data sa (3.21):
Jn(r,t) = %[wn(r,t)vwn(r,t) — (v, t) Vb, (r, t)]. (3.33)
Kako nabla operator ne djeluje na vremenski faktor, imamo
Jn(r,t) = ju(r), (3.34)

tj. struja stacionarnih stanja je takoder konstantna u vremenu. Sada mozemo
razviti 1, (r, ) po vlastitim funkcijama proizvoljnog operatora A:

Gnlrt) = 3 Calt)a(r).

Za stacionarna stanja vjerovatnoc¢e |C4|? nalazenja vrijednosti A opservable
opisane operatorom A su vremenski nezavisne ako A ne zavisi eksplicitno od
vremena. Naime, vrijedi

Calt) = [ wamvateiav = e [ a
gdje je za t = 0: C4(0) = [¢4(r)n(r)dV. Iz ove dvije jednacine slijedi

navedena tvrdnja

[Cat)]* = |Ca(0)]*. (3.35)
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3.4 Zadaci sa pismenih ispita iz kvantne me-
hanike

Zadatak 3.1. Elektron se slobodno kre¢e unutar jednodimenzionalne po-
tencijalne jame sa beskonac¢no visokim zidovima u tackama x = 0 i z = a.
Odgovarajuéi potencijal je V(z) = 0 izmedu x = 0 i = a, a beskonacan
inace.

a) Odrediti raspodjelu vjerovatnoca razlicitih vrijednosti impulsa elektrona.
b) Provjeriti relaciju neodredenosti za taj elektron.

¢) Neka se u pocetku elektron nalazi u osnovnom stanju (n = 1). Ako se
veli¢ina jame naglo ucetverostruci, tj. desna strana zida pomjeri iz x = a u
x = 4a, izra¢unati vjerovatnoéu da se elektron nade u: (i) osnovnom stanju
nove jame, (ii) prvom pobudenom stanju nove jame.

Zadatak 3.2. Cestica mase m nalazi se pod uticajem potencijala:
V(z) = —Voo(z), Vo > 0.
a) Nadi talasnu funkciju vezanih stanja te Cestice i odgovarajuéu energiju
E <0.
b) Izracunati koeficijent refleksije R = |wreﬂ.‘2 / |wupad,]2x:0 ravnog talasa na
tom potencijalu.

Zadatak 3.3. Cestica mase m i energije E = h?k?/(2m) > 0 nalijece
slijeva na jednodimenzionalnu pravougaonu potencijalnu jamu opisanu sa
potencijalom:

0 za |z|>a/2
V(I)_{—VO za |z| <a/2’ Vo > 0.

Pokazati da je koeficijent transmisije dat sa:

-1
1k k\° .,
1 - (22
+4(k:2 k) sin (kQa)] ,

gdje je ky = [2m (E + Vo) /h2]"?. Diskutovati moguénost pojave rezonantne
transmisije.

T —

Zadatak 3.4. Razmotriti cesticu mase m pod uticajem potencijala:

00 za <0

V(a:):{ —Vod(zr —a) za x>0 °
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gdje je Vo > 0. Diskutovati moguénost postojanja vezanih stanja u zavisnosti
od velic¢ine a.

Zadatak 3.5. Atom u blizini zida se moze priblizno modelirati cesticom
mase m pod uticajem potencijala:

00 za T < —d
Viz) = { —Voo(z) za o> —d ’

gdjeje Vo > 01id >0, ad(x) je delta funkcija. Koji uslov moraju zadovolja-
vati veli¢ine d i V;, da bi postojalo bar jedno vezano stanje sistema.

Zadatak 3.6. Cestica mase m se kreée unutar jednodimenzionalne po-
tencijalne jame sa beskonac¢no visokim zidovima u tackama x = 0 i z = a.
Pored toga, cestica je pod uticajem delta potencijala jacine V{, > 0, tako da
je:

00 mace

V<x):{%§(x—%) za 0<z<a .

Izvesti transcendentalnu jednacinu za odredivanje energije cestice.

Zadatak 3.7. Cestica se slobodno kreée u ravni Oyz u oblasti oblika
pravougaonika: 0 < y < a, 0 < z < b. Ostali dio ravni Oyz je nedostupan
za Cesticu. Pri kretanju duz ose Ox na cesticu djeluje kvazieleasticna sila
F = —kx. Nadi talasnu funkciju i energetske nivoe Cestice. Izracunati ko-

o0 1
eficijent normiranja. [Uputa: Koristiti tabli¢ni integral [ e~ dy = (%)2,
—0oQ

a > 0 irelaciju d"H,(§)/d&" = 2"n!.]

Zadatak 3.8. Elektron se nalazi u trodimenzionalnoj kocki sa ivicom
duzine a. Odgovarajuéi potencijal je:
V(:E,y,z)Z{ 0 zalszsa OsysalUszsa
oo inace

a) Rijesiti odgovarajuéu stacionarnu Schrédingerovu jednacinu, tj. odred-
iti talasnu funkciju i dozvoljene vrijednosti energije Cestice mase m koja se
nalazi pod uticajem toga potencijala.

b) Neka je energija elektrona 37242 /(ma?). Kojim vlastitim funkcijama odgo-
vara ta energija?
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Zadatak 3.9. Cestica mase m nalazi se u jednodimenzionalnoj pravo-
ugaonoj potencijalnoj jami konacne dubine:

0 za r<—a/2
V()= —Vo za —a/2<z<a/2
0 za x> a/2

a) Napisati stacionarna rjesenja Schrédingerove jednacine za Cesticu energije
—Vb < E < 0 za svako od podrugja: I (x < —a/2), 1l (—a/2 <z < a/2)i1ll

(x> a/2).

b) Primjenjujuéi uslove neprekidnosti za talasnu funkciju i njezin izvod u
tackama xz = +a/2, izvesti jednaCinu za odredivanje energije E vezanih
stanja.

¢) Analizirati (kvalitativno) graficki dobijenu jednacinu.

Zadatak 3.10. Nadi valnu funkciju i energije vezanih stanja elektrona
mase m u jednodimenzionalnoj potencijalnoj jami sa potencijalom:

o0 za z <0
Vie)=¢ —Vo za 0<z<a ,
0 za r>a

gdje je Vo > 0. Pod kojim uslovom postoji bar jedno vezano stanje?



Poglavlje 4

Harmonijski oscilator

4.1 Jednodimenzionalna Schrodingerova jed-
nacina za harmonijski oscilator

Kao primjenu Schrodingerove jednacine sada ¢emo izracunati stanja cestice
u oscilatornom potencijalu. Iz klasiéne mehanike nam je poznato da je takav
potencijal od velikog znacaja, zbog toga Sto se mnogi komplikovani poten-
cijali u okolini ravnoteznog polozaja mogu aproksimirati harmonijskim os-
cilatorom. Razvijanje jednodimenzionalnog potencijala V' (z) u Taylorov red
daje

Vi) = Vit (e a)
= V(a)+V'(a)(z —a) + %V”(a)(m —a)’+.... (4.1)

Ako u tacki x = a postoji stabilna ravnoteza funkcija V' (z) ima minimum za
r =a,tj. V'(a) =01V"(a) > 0. Mozemo izabrati da nam je a ishodiste
koordinatnog sistema i postaviti da je V(a) = 0. Tada je potencijal harmoni-
jskog oscilatora zaista prva aproksimacija za potencijal V' (x) u okolini tacke
r = a, tj. u okolini ravnoteznog polozaja.

Ovdje ¢emo razmatriti samo jednodimenzionalni slu¢aj. Klasi¢na Hamil-
tonova funkcija ¢estice mase m koja osciluje frekvencijom w ima oblik

2
o m 9 o

H=-"%4+ — 4.2
2m+2wx, (4.2)

dok je odgovarajuéi kvantno-mehanicki operator (hamiltonijan)
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Kako je potencijal konstantan u toku vremena, vremenski nezavisna (sta-
cionarna) Schrédingerova jednacina jednacina poprima oblik
n* d?

~om V@ T FW (@) = By(a). (4.4)

Zbog znacaja harmonijskog oscilatora i njegovih rjesenja za kvantnu mehaniku,
detaljno ¢emo razmotriti metodu rjesavanja diferencijalne jednacine (4.4).
Koristeci skracene oznake

2m mw
B =""FE \=—= 4.5
h2 h’ (45)
ovu diferencijalnu jednacinu mozemo prepisati u obliku
d*y 2 2.2
w—i—(k‘ — ANz*)y = 0. (4.6)

Jednacina (4.6) je poznata kao Weberova diferencijalna jednacina. Radi
daljneg pojednostavljenja uvodimo smjenu

y = Az, (4.7)
i dobijamo
d>p)  1dy ko1
b Wt ~_Z =0 4.8
ydy2+2dy+(2 1Y) =0 (4.8)
gdje je
k? hk? E
= — (4.9)

TN T 2w hw
Pri rjesavanju diferencijalne jednacine tipa (4.8) obi¢no se razmatra ponasanje
asimptotskih ¢lanova. Za y — oo jednacina (4.8) se ponasa kao d*y/dy? =
/4, tj. vrijedi ¥ o exp(—y/2), tako da je logitno uvesti novu smjenu

P(y) = eV o(y). (4.10)

Uvrstavajuci (4.10) u (4.8) i koristedi relacije

2 2
@ = [_lsp(y) + dﬁ] e Y2 d_¢ = E(p( ) — d_90 + d_q e Y/2

dy 2 dy dy? dy  dy? ’
dobijamo slijedecu diferencijalnu jednacinu za p(y):
d*p 1 dy ko1
Sl Y R [ Y (S ) 411
NN P e P

Prije nego $to dalje ispitamo jednacinu (4.11) napravit ¢emo digresiju na
jednu oblast matematicke fizike — specijalne funkcije. Konkretno, u dodatku
A uvedene su tzv. hipergeometrijske funkcije. Nas cilj je da shvatimo njihove
osnovne matematicke osobine bez rigoroznog izvodenja koje je zato ostavljeno
kao dodatak.
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4.2 Rjesenje Schrodingerove jednacine za har-
monijski oscilator

Porede¢i jednacinu (4.11) sa rezultatom (4.92) iz matematickog dodatka o
hipergeometrijskim funkcijama, prepoznajemo je kao Kummerovu diferenci-
jalnu jednacinu. Opste rjesenje te jednacine je dato sa (4.93):

e(y) = A1Fi(a;1/2;y) + By'*1 Fi(a+ 1/2;3/2; ), (4.12)

a=— (g—i) (4.13)

Rjesenje naseg fizikalnog problema je odredeno talasnom funkcijom (4.10).
Neophodna kvadrati¢na integrabilnost talasne funkcije ¥ implicira da i) mora
teziti nuli u beskonacnosti. Na osnovu rezultata (4.95) vidimo da se obadva
partikularna rjesenja za velike vrijednosti y ponasaju na slijede¢i nac¢in:

gdje je

y — 00 : @(y) — const e¥y 2 tj.
U(y) = e ¥ %p(y) — const e¥/2y71/2, (4.14)

Ovo znaci da integral normiranja divergira. Medutim, u matematickom do-
datku smo pokazali da se funkcija ¢ svodi na polinom ako je za hiperge-
ometrijski red ispunjen uslov prekida reda: a = —n. U tom slucaju, za-
hvaljujuéi faktoru exp(—y/2) [vidjeti (4.14)], talasna funkcija ¢ iScezava u
beskonacnosti. Dakle, zahtjev da se talasna funkcija moze normirati vodi na
zahtjev da se hipergeometrijska funkcija svodi na polinom. Pokazat ¢emo
da taj zahtjev vodi na kvantizaciju energije. Razmotrimo sada dva moguca
slucaja.

l.a=-niB=0(n=0,1,2,---)
U ovom slucaju je

ko1
o 1 "
a vlastite funkcije i energije su
Un(x) = Npe 72 Fy (—n; 1/2; Ax?), (4.15)
E,=ho(2n+1/2). (4.16)

2.a+1/2=-niA=0(n=0,1,2,---)
U ovom slucaju je

Ll
=N —
2’

N =
|
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Un(x) = Npe g Fi(—n; 3/2; Aa?), (4.17)
E,=ho[2n+1)+1/2]. (4.18)
Koristedi relaciju (4.9) nalazimo slijedece vrijednosti energije:

E,=02n+1/2)hw i
E,=02n+3/2)hw =[2n+1)+ 1/2]hw.

Kombinovanjem ova dva rezultata, dobijamo diskretan energetski spektar:
E,=(n+1/2)hw, n=0,1,2,---. (4.19)

Kao sto vidimo, energetski spektar harmonijskog oscilatora je ravnomjerno
rasporeden (ekvidistantan) sa korakom hw i ima konac¢nu vrijednost u os-
novnom stanju (n = 0) — to je tzv. nulta energija %hw (vidjeti sliku 4.1).

V.E
W T
7
= i S
3
- 4
-— 3
- 2

Slika 4.1: Potencijal oscilatora V'(x), energetski nivoi E,, i odgovarajuce
talasne funkcije v,,.

Polinomi u (4.15) i (4.17) su poznati kao Hermiteovi polinomi. Oni se,
uzimajuci u obzir standardni faktor normiranja, definisu kao:

Hon(©) = (-1 L R (i 1/2:6),

W€ 1By (=n;3/2;:€%). (4.20)

Hyna(§) = (=1)"
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Tada se vlastite funkcije i energije (4.15)-(4.18) mogu prepisati u obliku:

1. Yn(z) = Npe M 2Hy (VAz),  E, = (2n+1/2)hw
2. p(x) = Npe M PHy  (VAz), E, =[(2n+1)+ 1/2)hw

gdje jen =0,1,2.... Ovo se moze ujediniti u slijede¢i konacni rezultat:
Un(z) = Npe M PH,(VA2), E,=Mm+1/2)hw, n=012,.... (4.21)

Za Hermiteove polinome vrijedi relacija [vidjeti jedna¢inu (4.110) u matemati-

¢kom dodatku]

e d”
dgn

H,,(£) su polinomi n-tog stepena po £ sa dominantnim ¢lanom 2"¢"™. Prvih

pet polinoma dobijenih koristenjem relacije (4.22) su:

H,(€) = (—1)"e8 —e ¢, (4.22)

Ho(f) =1, Hl(g) = 2¢,
Hy(€) = 462 - 2, Hy (&) = 8% — 12¢,
Hy(€) = 166* — 48¢% +12. (4.23)

Uvodenjem skrac¢ene oznake & = v/ Az vlastite funkcije (4.21) se mogu
prepisati u obliku

V() = Noe €2H,(6), €=V (4.24)

Konstanta N,, zavisi od indeksa n i odredena je uslovom normiranja:
[ Wa@pas =1 (4.25)

posto zahtjevamo da se cCestica nalazi negdje u prostoru, tj. da ukupna
vjerovatnoca bude jednaka 1. Dakle, treba biti

0 9 _L 9 006_2 2 e
/_ _n(@)fde = ==, /_ T HA g = 1. (4.26)

Koristedi relaciju (4.22) kako bismo izrazili Hermiteov polinom koji se nalazi
u podintegralnoj funkciji integrala normiranja, integral u (4.26) postaje

/ [ () [*dz = (= / H, dgn et de. (4.27)
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Parcijalnom integracijom dobijamo

*° d” 2
=€
dr—1 2 o * dH, d"! 2
=== ) H, - - a¢. (4.28
(G=ee)mio] - [ Spiamete a
Na osnovu relacije (4.22) prvi élan je jednak (—1)"‘16‘52Hn_1(§)Hn(§), te,

zbog eksponencijalne funkcije, iS¢ezava u beskonacnosti. Nakon n parcijalnih
integracija dobijamo da Vrijedi

g _ gy [T A H e
/H e Cde= (D) /_OO e e (4.29)

Kako je H,(§) polinom n-tog stepena sa dominantnim clanom 2"¢", za n-ti
izvod dobijamo da vrijedi

j—;ﬂn(g) = 2"l (4.30)

Iz ovoga nalazimo

/_ h Hn(g)%652d§ — (—1)"2m! /_ T Cde = (1m2ralyE, (431)

o0

dok za konstantu normiranja imamo

Al
7 2"n!

Stacionarna stanja harmonijskog oscilatora u kvantnoj mehanici su, do na

fazni faktor (—1)", dakle

Yp(z) = ! \/Eexp (=A2*/2) H, H,(V\x). (4.32)

2nn)

Da bismo prodiskutovali ovaj rezultat, pogledajmo prve tri vlastite funkcije
linearnog harmonijskog oscilatora (vidjeti sliku 4.1):

n=0 Yo(z) = 4 %exp (=A2?/2) .
1 /X ,
n=1 Py (z) =2 5 7Texp( Az /2)\/Xx,

n=2: o) = é\/iexp (=A2?/2) (4M2® — 2). (4.33)



4.2 RjesSenje Schrodingerove jednacine za harmonijski oscilator107

Iz (4.22) i (4.24) slijedi da, u odnosu na prostorne refleksije, vlastite funkcije
imaju slijede¢u osobinu simetrije:

Up(—x) = (=1)" (). (4.34)
Ovo znadi da je za:
n parno : (—x) = 1(x) — parnost je + 1
n neparno : (—x) = —(x) — parnost je — 1.

Moze se pokazati da funkcije H, (&) imaju tacno n razli¢itih realnih nula
i n+ 1 ekstremalnih vrijednosti. Pozivajuéi se na relaciju (4.22), imamo

Hp,1 = —6521(6—@}1”). (4.35)
dg

Ako funkcija H, ima n + 1 realnih ekstremalnih vrijednosti, tada ih ima i
funkcija e H, (posto e - 0zaz — 00). Ekstremalne vrijednosti se
pojavljuju na mjestima gdje je izvod po £ nula, tako da, na osnovu (4.35),
zakljucujemo da H,,; ima tacno n + 1 realnih nula. Na osnovu toga za-
klju¢ujemo da polinomi H,(§), i, kao posljedica, talasne funkcije ¥, (£), imaju
n razlic¢itih realnih nula. Ovo je specijalni slucaj opsteg teorema koji kaze da
je glavni kvantni broj vlastite funkcije identican sa brojem nula.

Na slici 4.1 neke od funkcija v, su predstavljene zajedno sa odgovarajué¢im
vlastitim vrijednostima energije F,, = (n+ 1/2)hw koje su predstavljene kao
horizontalne linije. Iznad svake od tih linija odgovarajuca vlastita funkcija
tn(x) je nacrtana na proizvoljnoj skali. Pored toga, slika sadrzi funkciju
potencijalne energije

1
V(z) = imw2x2, (4.36)

tako da mozemo izvrsiti poredenje sa klasicnim harmonijskim oscilatorom,
koji osciluje odredenom amplitudom okarakterisanom is¢ezavajuéom (nul-
tom) kinetickom energijom na mjestu promjene smjera. Kako je E =T+ V|
oblast klasiéno mogucih oscilacija je ograni¢ena presjecnom tackom parabole
V(z) i horizontalne linije ukupne energije £. Ova slika zapravo pokazuje
da su ekstremalne vrijednosti funkcije ¢ lokalizovane unutar klasi¢ne oblasti,
dok se njezini repovi prostiru u beskonacnost.

Odstupanje kvantnih od klasi¢nih rezultata postaje jos uocljivije ako raz-
motrimo vjerovatnocu polozaja ¢estice. Ako je T period oscilovanja cestice,
tada prema klasi¢noj (engleski classical) fizici imamo

dt 2 d
wa(z)de = — = Yap =2

dt== 4.
T/2 2« 7 dx/dt’ (4:37)
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Cestica vrsi harmonijske oscilacije:

d
r = asinwt, d—f = aw coswt = war/1 — (x/a)?, (4.38)
tako da je
1 1
wa(r)dr = — —————=dx. (4.39)

Amplituda a se dobija iz izraza za energiju: E = mw?a®/2 = a = \/2E/(mw?).
Nasuprot tome, kvantno-mehanicka (engleski quantum) vjerovatnoca polozaja
Cestice u intervalu od x do x + dz je data sa:

waul)dz = [()] da, (4.40)

sto znaci da je npr. zan =11 uz (4.33):

A
Wau(z)dz = ¢y (z)]* dz = 2\/ie’\x2)\:c2d:c. (4.41)
s
Lako se moze pokazati da wq,(z) ima minimum za z = 0 i maksimum za
+1 h
Tmax,qu — ﬁ ==+ m, (442)

dok, prema klasi¢noj fizici, uz £ = F; = 3hw/2, vrijedi da je

2F 3h
Tmaxa = £a =+ 5 =T\ —. (4.43)
mw mw

Poredenje wq i wqy za n =1 je predstavljeno na slici 4.2. Na toj slici je
predstavljen i slucaj n = 15. Vidimo da slaganje klasi¢ne i kvantne teorije
postaje bolje sa pove¢avanjem kvantnog broja n. Za velike kvantne bro-
jeve (ovdje n = 15), srednja vrijednost kvantne distribucije aproksimira
klasi¢nu graniénu vrijednost. Sa slike vidimo da izvan oblasti koje su prema
klasiénoj mehanici ogranicene relacijom E = T + V kvantno-mehanicka
gustoca vjerovatnoce nije jednaka nuli. Ovo je posljedica ¢injenice da op-
eratori 7 i V ne komutiraju, tj. da odgovarajuce opservable ne mogu is-
tovremeno posjedovati taéno odredene vrijednosti. Naime, V' (z) je funkcija
prostora, dok je T’ = p2/(2m) funkcija impulsa, pri ¢emu je [p,, x| = —ih,
tako da, u skladu sa relacijom neodredenosti, nije moguce precizno razdvo-
jiti energiju na T'i V (E =T + V). lako se ¢ini da lokalizacija ¢estice iza
klasi¢no dopustenih granica implicira narusSenje zakona ocuvanja energije, to
nije slucaj. Ako pokusamo da lokalizujemo ¢esticu (tj. koncentrisemo talasnu
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du(z)

n=15 T

Slika 4.2: Poredenje klasi¢ne i kvantno-mehanicke gustoce vjerovatnoce polo-
zaja Cestice koja harmonijski osciluje. Isprekidane linije oznacavaju klasicne
tacke okreta. Gornja slika: n = 1; donja slika: n = 15.

funkciju) u malim “repovima” funkcije ¢, neodredenost impulsa se povecava
do tacke gdje nova ukupna energija prelazi vrijednost potencijalne energije
V(z). Dakle, sa stanovista energije, Cestica se moze naéi izvan klasi¢no
dozvoljene oblasti za koordinatu x. Talasni karakter kvantno-mehanicke ta-
lasne funkcije omogucava prodiranje cestice u klasicno zabranjeno podrucje.

Ponasanje koje smo opisali je odgovorno za efekat tuneliranja, prema
kojem potencijalna barijera visine Vj moze biti savladana cak i ako Cestice



110 Harmonijski oscilator

imaju energiju E/ < Vj. Efekat tuneliranja se pojavljuje, na primjer, u slucaju
jonizacije atoma ili molekula pomocu jakog polja i kod « raspada. Taj efekat
je nasao prakti¢nu primjenu kod tunelirajuéeg elektronskog mikroskopa.®

Dodatna razlika izmedu klasi¢nog i kvantno-mehanickog oscilatora je
stanje minimalne energije. Klasi¢no cestica moze biti u stanju ravnoteze
zax =0, p, =0, E=0. U kvantnoj mehanici najmanja moguca vrijednost
energije je data sa E = Fy = hw/2 - to je tzv. nulta energija. Pokazimo da
je postojanje nulte energije direktna posljedica relacije neodredenosti

Az? Ap? > h?/4. (4.44)

Analizirajmo izraz

Analogno, Az? = 22 — 72. Sa druge strane, u stanju sa fiksnom energijom,
srednje vrijednosti p, i  su jednake nuli, posto je podintegralna funkcija
neparna funkcija:

T = /OO P (x) iy, (x)de = /OO [V () [Pzdz = 0 (4.46)
i
= 0 L= —5|¢n<x>|2|210 0. ()
Dakle, vrijedi
MR- Ao (4.48)

tako da se relacija neodredenosti (4.44) moze prepisati kao

2
CEE (1.49)
Srednja energija harmonijskog oscilatora je
92 el
H = 5—; + T (4.50)

11986. godine Gerd Binnig i Heinrich Rohrer su dobili Nobelovu nagradu za fiziku za
otkrice i razvoj tunelirajuceg elektronskog mikroskopa; vidjeti npr.: G. Binnig i H. Rohrer,
Scientific American, August 1985., str. 40.
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Poredenjem relacija (4.49) i (4.50) zakljucujemo da povecanje potencijalne
energije vodi na smanjenje kineticke energije i obratno. Na osnovu (4.49) je
x? > h?/(4p?), tako da iz jednacine (4.50) slijedi da je

(4.51)

Funkcija H = H(p2) ima minimum za p2 = mwh/2, §to se lako moze prov-
jeriti izrac¢unavanjem prvog i drugog izvoda. Kako je stanje sa fiksnom en-
ergijom okarakterisano sa H = F, za minimalnu vrijednost moguéih vlastitih
vrijednosti energije dobijamo

" _
= o T TR man)2

+

1 mwh mw? #? hw
I :EQ.

ho _ ho
12

Dakle, nulta energija Ey je najmanja vrijednost energije koja je kompatibilna
sa relacijom neodredenosti.

Atomi i molekule u ¢vrstim tijelima vrse male oscilacije. Prema klasi¢noj
teoriji, oscilacije bi trebale nestajati sa smanjenjem temperature. Ove os-
cilacije su uzrok disperzije svjetlosti, koja bi, dakle, takoder trebala iS¢eznuti
sa smanjenjem temperature. Medutim eksperimenti pokazuju da intenzitet
rasprsene svjetlosti konvergira ka nekoj kona¢noj grani¢noj vrijednosti, poka-
zujuci da se oscilacije atoma i molekula desavaju ¢ak i na apsolutnoj nuli. To
je u skladu sa gore opisanim postojanjem nulte energije. Stavie, mjerenjem
disperzije svjetlosti na kristalima moguce je odrediti tu energiju.

4.3 Opis harmonijskog oscilatora pomocu op-
eratora a i al

Normirane vlastite funkcije harmonijskog oscilatora imaju oblik

VN ep _ Ve

Za Hermiteove polinome H,, vazi slijedeca rekurentne relacije (vidjeti matema-
ticki dodatak):

1 d
an = an,1 + §Hn+1, %Hn = annfl. (453)
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Iz ovih jednacina se mogu dobiti veze izmedu vlastitih funkcija harmonijskog
oscilatora koje pripadaju susjednim kvantnim brojevima:

= \/gwnl /2 i, 1¢n+17 (4.54)
0 n

Jednacinu (4.55) preuredujemo, koristeéi se sa jednac¢inom (4.54), na takav
nacin da su desne strane tih jednac¢ina medusobno sli¢ne:

0 1
afwnz\/gwn_l— Pt . (4.56)

Sabiranjem, odnosno oduzimanjem, jednacina (4.54) i (4.56) dobijamo relacije

1 0
\/— (6‘1‘ 86) ¢n = ﬁd%—la

- (g— g)wn:¢n—+1¢n+1. (457)

Koristedi ove jednac¢ine mozemo izracunati susjedne vlastite funkcije ¢, i
Y11 iz vlastitih funkcija v,,. DefiniSimo operatore

g B

Tada se relacije u (4.57) mogu krace prepisati kao
ay, = /nbn_1, 'y = Vn+ 1,41, (4.59)

Za sada ¢emo operator a zvati operator sniZavanja (spustanja) a a' opera-
tor povisavanja (dizanja), $to je povezano sa tim da ti operatori snizavaju,
odnosno povisavaju indeks n stanja ¢,,. U odjeljku 4.6 ¢emo dati precizniju
interpretaciju i nazive za operatore a i a'.

4.4 Osobine operatora a i a'

Operatori @ i a' su medusobno adjungirani (tj. nisu samo-adjungirani ili
hermitski), jer vrijedi slijedeca relacija:

[ (eo+ 58 )as= [ (e =5 )ote (a0
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ili, krace,
(Wlayp) = (a"¢lp). (4.61)
Ova relacija se moze dokazati primjenom parcijalne integracije i koristeci
¢injenicu da su operatori a i a realni po svojoj definiciji (4.58), tj. a = a* i
al = (a)*.
Talasna funkcija 10, je vlastita funkcija proizvoda operatora a'a zato sto
je
ata, = Vnal,_1 = niy, (4.62)
Sto se moze provjeriti pomocu relacije (4.59). Vlastita vrijednost n je indeks
talasne funkcije v,,. Zato definiSemo operator broja N

A~

N=a'a, N, =ni,. (4.63)

Vlastite vrijednosti operatora N su n, a vlastite funkcije su mu ,.
Komutator operatora a i a' je jednak jedinici:

[a,a']_ = 1. (4.64)

To se lako dokazuje izracunavanjem proizvoda aal i a'a koristeéi relaciju
(4.58).

Uzastopnim djelovanjem operatora a' mozemo izracunati sve vlastite
funkcije 1), polazeéi od osnovnog stanja 1. 1z (4.59) slijedi da

= %&wn_l == —— (a1 (4.65)

Dosadagnji formalizam smo razvili koriste¢i operatore @ i af. Izvedimo sada
diferencijalnu jednacinu za osnovno stanje. Zan = 0 iz relacija (4.58) i (4.59)
nalazimo da je:

It

o =0t Lo+ 5= =0. (4.66)

Smjenom 1)y e’ dobijamo da je « = —1/2. Dakle funkcija osnovnog
stanja, do na faktor normiranja, je

¢0 X 67£2/27

Sto odgovara rjesenju Schrodingerove jednacine harmonijskog oscilatora, koje
za osnovno stanje daje (4.33)

Yo = i‘ﬁe—f”? (4.67)
T
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4.5 Predstavljanje hamiltonijana harmonijskog
oscilatora pomoéu operatora a i a'

Za jednodimenzionalni harmonijski oscilator hamiltonijan je dat sa
(4.68)

Smjenom & = VAz = /mw /hx mozemo definisati novi operator impulsa

.0 9 0? h 0?

e = —f— = D = = 4.69

Pe 285 ¢ €2 mw Oz2’ (4.69)
tako da hamiltonijan postaje

~ 1 1 0?

H= h(@+p;) =-hw (&= |. 4.

5 (& +pg) = 3 < agg) (4.70)
1z relacije
82
2_8_52 :CALCALT‘FCLTCL,

koja se lako moze provjeriti pomocu (4.58), i koristenjem komutacione relacije
(4.64) i definicije (4.63), hamiltonijan mozemo predstaviti u jednostavnijem
obliku kao

H = hw(ata+1/2) = hw(N +1/2). (4.71)
Iz ovoga mozemo izracunati vlastite vrijednosti energije
Hip = hw(N +1/2)¢p = hwo(n + 1/2)¢pn = Enthn. (4.72)

Dakle, vlastite vrijednosti energije su E,, = hw(n + 1/2).

4.6 Interpretacija operatora a i a'

Osnovno stanje 1)y ima nultu energiju Ey = hiw/2. Kako je energetski spektar
harmonijskog oscilatora ekvidistantan, energija stanja 1, je veca za nhw od
nulte energije. Energiju nAw ¢emo raspodijeliti na n energetskih kvanata
koji se nazivaju fononi (kvanti oscilatornog polja). Stanje 1, se naziva n-
fononsko stanje. U Diracovoj notaciji ono se oznacava kao

Pn = |n). (4.73)
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7/2

a|3) :  Annihilation of a \ J|3)
phOﬂOﬂ ﬂ 5/2 / I:))

a*t?|1)  Creation of two \ 9 )
phonons 3/2 /

\ 1/2 / |0)

Slika 4.3: Energetski nivoi harmonijskog oscilatora i djelovanje operatora
stvaranja i ponistavanja.

Ket vektori |n) sadrze u oznaci broj fonona n. Nulto fononsko stanje (stanje
bez fonona) |0) se zove vakuumsko stanje ili vakuum. Koristedi gornju no-
taciju jednacina (4.59) postaje

an) =+vnln—1),  a'|ln) =vn +1n +1). (4.74)

Ovo interpretiramo na slijedec¢i nacin: kada djeluje na talasnu funkciju opera-
tor a ponistava (anihilira) jedan fonon, dok operator a' stvara (kreira) jedan
fonon. Od sada ¢emo operator a zvati operator ponistavanja (anihilacije), a
operator a' operator stvaranja (kreacije). N se naziva operator broja fonona,
a njegove vlastite vrijednosti, date jednac¢inom

Nn) = n|n), (4.75)

predstavljaju broj fonona odgovarajuceg stanja.

Uvodenje fononske reprezentacije se ¢esto (donekle neprecizno) naziva
druga kvantizacija. Kvanti talasnog polja oscilatora su upravo fononi. Ovo
postaje jasno ako razmotrimo analogiju sa fotonima — kvantima elektromag-
netnog polja. Ovi pojmovi se preciznije i detaljnije objasnjavaju u okviru
kvantne teorije polja.
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4.7 Matematicki dodatak: Hipergeometrijske
funkcije

4.7.1 Hipergeometrijska diferencijalna jednacina

Hipergeometrijska diferencijalna jednacina koju je uveo Gauss (C. F. Gauss,
1777.-1855.)

i b d¢ bop = 4
z(1—z )ﬁ—l-[c—(a—l— —l—l)]E—agb—O (4.76)
sadrzi tri slobodna parametra a,b,c i ima vise razlicitih rjesenja. Ona ima
tri regularne singularne tacke (neesencijalni singulariteti) pri z = 0,1, cc.
Da bismo rijesili jednacinu (4.76) predstavit ¢emo je u obliku stepenog reda
¢ (2) =27 -, 2’ Dobija se rekurentna relacija

(o)

a(+o)(vto—1)2""7

M]3

l—z z
v=0

+lc—(a+b+1) Zc,, v+o)z ’1—abz"chz”:0. (4.77)
Mnozenjem faktora i sredivanjem clanova nalazimo da je

coo(c+o—1)z7"1 + Z [CV+1(V +o+1)(v+c+o)
v=0

—c,(v+a+o)v+b+o)|2"T7 =0. (4.78)

Da bi ovaj izraz bio identicki jednak nuli svi koeficijenti moraju biti jednaki
nuli, tj. vrijedi tzv. “indeksna jednacina”

o(c—14+0)=0 (4.79)

(v+a+o)(v+b+o)
(v+1l+o0)(v+cto)

c. (4.80)

Cyy1 =

Prema tome, ako stavimo ¢q = 1, jedno rjesenje jednacine (4.76) je dato sa

o~ lato),(b+a), ,
= Z(HU) cro) ™ (4.81)

v=0 v
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gdje smo uveli tzv. Pochammerove simbole:
(a),=a(a+1)...(a+v—-1), (a), =1 (4.82)
Radijus konvergencije je:

Cy

r = lim

V—00

= 1. (4.83)

Cu+1

Indeksna jednacina (4.79) daje dvije moguée vrijednosti za eksponent o:
1) 0 = 0. U tom slucaju rjesenje je hipergeometrijski red

o1 (2) = oF (a,b;¢;2) = Z Mz—y (4.84)

Indeksi od 5 F} su povezani sa slijedecom generalizacijom hipergeometrijskog
reda

Rjesenje (4.84) ima smisla samo ako u redu o F} nijedan od razli¢itih ¢lanova
u nazivniku nije jednak nuli, tj. postojanje oF7 vodi na uslov ¢ # —n, gdje

jen =0,1,.... Tada je taj red holomorfan na jedinicnom krugu. Kada je
a = —n ili b = —n, red se svodi na polinom n-tog stepena. Npr.
oy (—n,n+1;1;2) = P, (1 — 2x) (4.86)

je Legendreov polinom. Slijedeci specijalni slucajevi su Gegenbauerovi poli-
nomi i Cebisovljevi polinomi.

2) 0 = 1—c. Prema (4.81) i (4.84) drugo rjesenje jednacine (4.76) se moze
izraziti pomocu hipergeometrijske funkcije sa izmijenjenim parametrima:

G (2) =2 %P (a+1—c,b+1—c2—c2). (4.87)

Zapazimo faktor 2'~¢ ispred hipergeometrijske funkcije 5 ;. RjeSenje ¢y pos-
toji samo ako je ¢ # 2,3, .. ..
Prema tome, opste rjesenje hipergeometrijske diferencijalne jednacine je

$(2) = AsFi(a,b;c;2) + B2 % F(a+1—cb+1—c¢2—cz), (4.88)

pod uslovom da ¢ nije pozitivan cijeli broj. U suprotnom slucaju postoji
samo jedno rjesenje. Drugo nezavisno fundamentalno rjesenje tada postaje
komplikovanije.
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Za analiticko produzenje rjesenja izvan podrucja konvergencije koristit
¢emo formulu

o F1(a, b;c; 2) ?EZ;?Ei : Z% (—2) % Fi(a,1 —c+a;l—b+a;zt)
I'(c)['(a—b) )b et bl —a4b ot
F(a)F(c—b)( ) o F1(b, 1 +b;1 +b;277). (4.89)

Na osnovu toga se dobija asimptotsko ponasanje za |z| — co:

L(e)T'(b—a) . T(e)T'(a—b)

2Fi(a,b;c;2) — m(—z) a+m(—z)_b-

(4.90)

4.7.2 Konfluentna hipergeometrijska diferencijalna jed-
nacina

Analitickim produZenjem jediniénog kruga na cijelu kompleksnu ravan moze-

cijom x = bz jednacina (4.76) se svodi na
x\ d%¢ x do
$<1—E>ﬁ+[ (a +1)E—$]%—a¢—0. (4.91)

U limesu b — oo dobijamo Kummerovu (E. E. Kummer, 1810.-1893.) difer-
encijalnu jednacinu:

2¢
d2

do
c—z)— —ap=0. 4.92
+le—a)E —as (192)
Ova jednacina ima regularnu singularnu tacku z = 0 i esencijalno (sustinski)
singularnu tacku = = oo koja se pojavljuje uslijed stapanja (“confluence”)
tacaka z = 11 z = co. Opste rjesenje (4.92) se dobija razvojem u stepeni red
oko tacke x = 0. Vrijedi

(x) = A1Fy(a;c;n) + Be' ™ Fi(a+1—¢2—c ), (4.93)

gdje je konfluentna hipergeometrijska funkcija

= (@), z” a+ 1)z
Fi( = —1 —_—— =+ ... 4.94
1Fi(a; ¢; ) ; + .—l— c ‘—i- ( )

Rjesenje (4.94) vodi porijeklo od (4.88) u limesu b — oo, uz z = bz. Red
(19) postoji samo pod uslovom da je ¢ # —n. On konvergira za proizvoljne
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vrijednosti z. Slucaj a = —n ponovo daje kona¢ni polinom. Specijalni
sluc¢ajevi su Hermiteovi i Laguerreovi polinomi.
Asimptotsko ponasanje za || — oo je

() iar—a L0 o 0
F . e N am a x ,.a C. 4'95
1 1(a,c,x)—>r(6_a)e x +F(a)6x (4.95)
Za a = —n dobija se polinom n-tog stepena. Laguerreov polinom je
m (n+m)!

a Hermiteov:

Hon(2) = (-1)“?1 VFy (=i 1/2: 22),
Hain(2) = (-1 22 D B sy ) (4.97)

n!

Navedimo na kraju jednu korisnu integralnu formulu za hipergeometrijske
funkcije:

/000 e 1 Fy((a), (b); kt] 4 Fg [(a)), (V); K't] dt

= 57T(d) Z —(?b);;(:l)gfl a1 Fe (@), d+m;V; K /s], (4.98)

sa slijede¢om notacijom: (a),, =a(a+1)(a+2)...(a+m—1)i

AFp|(a), (b); 2] = aFplai,ag,...,a4;b1,bs,...,bp; 2]
e aaz al(al+1)a2(a2+1)...aA(aA+1)2_2_’_“' (4.99)
bibs by 11 by (b1 1) by (by +1) .. by (by + 1) 2!

4.8 Matematicki dodatak: Hermiteovi poli-
nomi

Na osnovu rezultata dobijenih u odjeljcima 4.1 i 4.2 funkcija:

exp (=Az?/2) H,(v/Az), tj. Hermiteov polinom pomnozen sa exp (—Az2/2),
ocito zadovoljava diferencijalnu jednacinu (4.6) ako je: k* = (2m/h*)E, =
(2m/h*)hw(n +1/2) = 2mw/h)(n 4+ 1/2) = 2X\(n + 1/2). Uvrstavajuci

H
di [e_AxQ/QHn(\/Xx)] = —)\xe_MQ/QHn(\/Xx) + e_’\”‘j/?—d "C(Z\/X:E),
x T
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Gy 2 —Xa?/2 2 jp P Ha(VAT)
e (V) — 2 g2/ HHn(VAT)
n dx )

u (4.6) dobijamo:

(\2® = \) Ho(VAz) — 2Ade”(\/Xx) + d*H, (v \x)

dx dx?
eed) et
£,
2H H.
d 2;\25%) B QM%;@E) + 2 H, (VAz) = 0. (4.100)

Uvodeéi varijablu € = v/Az, nakon dijeljenja sa A dobijamo

PH(E) _ e dH(©

2nH,() =0, n=0,1,2,.... 4.101
i e T €) n (4.101)

Ako je n pozitivan cijeli broj ova jednacina predstavlja definicionu diferenci-
jalnu jednacinu za Hermiteove polinome. Koristeéi (4.101) mozemo teoriju
Hermiteovih polinoma formulisati na elegantniji nac¢in uvodeéi generirajucu
funkciju ili generatrisu S(, s)

o0

S(&,s) = 81 (s=8)? _ o—s+2s8 _ Z Ha(§) $" (4.102)

n!

n=0

Razvijajuéi eksponencijalnu funkeiju po stepenima s i £ lako mozemo pokazati
da su koeficijenti uz stepene s™ Hermiteovi polinomi po &. Vrijedi:

05 ez _ g 25" 2L 5" OH,(€)
9 = 25¢ +2<:; —HA() :;Ha—g’ (4.103)
8‘9 2 > -9 2 n
o5 = (F2sH20eTe = ; %Hn(g)
*© n—1
=2 (ns_ Ty {1 (8)- (4.104)

n=0
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Izjednacavajuci iste stepene s u sumama u gornje dvije jednacine dobijamo

aHa—"f) =2nH, 1(¢), H,1(¢) =26H,(&) —2nH, 1(£).  (4.105)
Odatle slijedi da je
L) — 21, (€) — Hun (o) (4.106)
82HN(§> _ 8Hn(€) aHn-ﬁ-l(O
e = 2H,(§) +2¢ 5 b
— ¢ abg%(g) +2H, (&) — (2n + 2)H, (€) = 2¢ 8122(5) — 2nH,(£). (4.107)

To je upravo diferencijalna jednacina (4.101), ¢cime smo pokazali da su funkcije
H, (§) koje se pojavljuju u generatrisi (4.102) zaista Hermiteovi polinomi.

Rekurentne formule (4.105) se mogu koristiti da se izracunaju polinomi
H,, i njihovi izvodi. Pomoc¢u generatrise se moze izvesti jos jedan eksplicitni
izraz za Hermiteove polinome. Na osnovu (4.102) je

9"S(&,s)
— > 7| o= H. . 4.1
5™ |S—0 n(g) ( 08)
Za proizvoljnu funkciju f(s — &) je 0f/0s = —0f/0E, tako da je
oS 2 8”6’(3’92 2 O" 2
— ot — (1) —(s=¢)
S~ © 5o (—1)"e 35”6 : (4.109)
Poredenjem (4.109) sa (4.108) dobijamo vrlo korisnu formulu:
2 aTL 2
= (—1)"et ——e¢
H,(&) = (—1)"e (%,ne : (4.110)

4.9 Zadaci sa pismenih ispita iz kvantne meha
nike

Zadatak 4.1. Nadi vlastite funkcije i vlastite energije Cestice naelektrisanja
e 1 mase m koja se kre¢e pod uticajem trodimenzionalnog izotropnog har-
monijskog potencijala u elektricnom polju jac¢ine Ey usmjerenom duz x-ose
[potencijal V(r) = Zw?r? — eEyz]. [Uputa: Koristiti metod separacije vari-
jabliirjeSenja za vlastite funkcije i vlastite energije jednodimenzionalnog har-
monijskog oscilatora: v, (€) = N, H,(€)e €2, E, = (n+1/2) hw, £ = 2V,
A =mw/h.]
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Poglavlje 5

Prelaz sa klasi¢écne na kvantnu
mehaniku

5.1 Jednacina kretanja za srednje vrijednosti

Razmotrimo hermitski operator L. Srednja vrijednost operatora je, kao sto
znamo, definisana kao

= / W* LapdV., (5.1)

Posto i operator L i talasna funkcija ¢ mogu biti vremenski zavisni, srednja
vrijednost L ¢e u opstem sluéaju zavisiti od vremena. Pri izraéunavanju
izvoda po vremenu od L u relaciji (5.1) mozemo zamijeniti redoslijed dife-
renciranja po vremenu i integriranja po prostornim koordinatama. To daje:

d— [ 0L Ov* L7 O
G- [vSa+ [ (5 i) 62)

Prvi integral na desnoj strani u (52) predstavlja srednju vrijednost parci-
jalnog izvoda po vremenu operatora L. Drugi integral se moze pojednostaviti
uz pomo¢ vremenski zavisne Schrodingerove jednacine:
oY T~ o* i s
— = ——Hq, = -H"Y". 5.3
ot h v ot h 4 (5:3)

Ako iskoristimo hermiti¢nost hamiltonijana H dobijamo

/w —dV + — /¢ [H, L]_dV, (5.4)

ili, jednostavnije,

d— 0L i—=—=
L= ﬁ[H, L. (5.5)
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Uzimajudi (5.5) kao osnovu, mozemo definisati totalni vremenski izvod op-
eratora dL/dt:
dL aL i
dt 875 [
Iz ove definicije i relacije (5.5) vidimo da je vremenski izvod srednje vrijed-
nosti operatora L jednak srednjoj vrijednosti dL/ a.
Za sumu i proizvod proizvoljnih linearnih operatora A i B vrijede slijedeca
pravila:

H,1)_. (5.6)

d - . dA dB

E(A+B) e (5.7)
d -~ dA. .dB

Z(AB)="2B+ A2 .
G AB) = g B+ A (5-8)

sto mozemo dokazati primjenom (5.6). Dokazimo relaciju (5.8). Vrijedi:

d, - 0,4~ l
%(AB) = E(AB)vL

ot ot " h
dA . .dB

— 24 A%2
aC T

5.2 FEhrenfestov teorem

Razmotrimo vremenske izvode operatora koordinate i impulsa. Posto nijedan
od tih operatora ne zavisi eksplicitno od vremena to za njihove x komponente
vrijedi:

dz 1A
- = plHa- (5.9)
dﬁx Z r oA

— Yt 1
pr = (H. b] (5.10)

Za ostale komponente vrijede analogni izrazi. Da bismo izrac¢unali komuta-
tore posmatrajmo hamiltonijan cestice koja se nalazi u potencijalnom polju:

~ 1 R R R “
H= %(pi+p§+pi)+‘/(x,y,2)~ (5.11)
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Operator & komutira sa 2 i p7 i sa potencijalom za koji smo pretpostavili da
zavisi iskljuc¢ivo od prostornih koordinata. Dakle, vrijedi:

A 1
H rl = —[# 7] =
Hoal- = 5[]

1 h pa

PR AI A:E7 A.’t7 A:B = T 5.12
5, Palba, 2] + (Do, alpa) = =2 (5.12)
Komutator sa komponentom impulsa p, daje

X hov

[H, i) = V(2.9 2), Pal - = == (5.13)

Dakle, iz (5.9) i (5.10) dobijamo

Az py
— == 5.14
dp. oV
S 1
dt ox (5.15)

Prema tome, za operatore polozaja i impulsa vrijede iste relacije kao i za
koordinate polozaja i impulsa u klasi¢noj mehanici:

dr _ps _ dp. _ OV
a  m dt  Or

F,. (5.16)

Nalazeé¢i srednju vrijednost relacija (5.14) i (5.15) i uzimajuéi pri tome u
obzir da je dz/dt = dz/dt, dobijamo:

d [ .1
G [vavdo == [ i,
d ) oV

Obje ove relacije su obuhvacene Ehrenfestovim teoremom (1927) koji glasi:
srednje vrijednosti kvantno-mehanickih veli¢ina se mijenjaju u toku vremena
u skladu sa klasi¢nim jednacinama.

5.3 Konstante kretanja i zakoni ocuvanja

Vremenski nezavisan operator je konstanta kretanja ako taj operator komu-
tira sa hamiltonijanom. Zaista, u slu¢aju vremenske nezavisnosti imamo

dL oL i

=y Ty L =0, (5.18)
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Ako sam operator ne zavisi eksplicitno od vremena, tj. ako je oL /Ot =0, sli-
jedi da je [H, L] = 0. Dakle, samo oni operatori L koji: (1) nisu eksplicitno
vremenski zavisni i (2) komutiraju sa hamiltonijanom, predstavljaju kon-
stante kretanja. Ova Cinjenica ¢e biti vrlo bitna u nasem daljem proucavanju
kvantne mehanike.

Operator H ukupne energije oc¢ito komutira sam sa sobom. Prema tome,
on je konstanta kretanja u slucaju kada nije eksplicitno vremenski zavisan.
Ovo je upravo zakon odrzanja (ocuvanja) energije.

Impuls p, ne zavisi eksplicitno od vremena. Na osnovu relacije (5.13),
odmah slijedi da je impuls konstantan ako je dV/0x = 0. Dakle, zakon
odrzanja impulsa vrijedi takoder i u kvantnoj mehanici.

Za centralne sile, potencijal V(r) = V(r) je funkcija samo radijusa r.
Kvadrat operatora momenta impulsa L2 = —h?V; 5.4 komutira sa V' (r). Kom-
pletan hamiltonijan je

~

2

~ ~ ~

H=T+ 5+ V(). (5.19)

mr?
tako da je o
[H,L? = 0. (5.20)
Dakle, vrijedi zakon odrZanja momenta impulsa. Analogno vrijedi i za z
komponentu operatora momenta impulsa, jer je [L2, L.] =01 [H,L.] = 0.

5.4 Analogija klasi¢nih Poissonovih zagrada i
kvantno-mehani¢ckih komutatora

Kvantno-mehanicka jednacina (5.6), koja daje totalni izvod operatora F po
vremenu

dF aF 1
G ot in

ima formalni analogon u klasi¢noj mehanici — Poissonove zagrade. Totalni
izvod po vremenu funkcije F'(p;, g;,t) dat je sa

f
dF  0F oF . OF .
TS (a—%Qi " W) | (5:22)

1=

—[FH], (5.21)

Ovdje su p; i g; generalisani impulsi i koordinate, a f je broj stepeni slobode.
Koriste¢i Hamiltonove jednacine iz klasicne mehanike, drugi ¢lan na desnoj
strani jednacine (5.22) se transformise u

f
or . OF OFOH OF oH
Z (8_%%“'—8—]%2%) _Z (a_qla_pz_a_pla—qz) ={F H}, (5.23)

i=1 i=1



5.4 Analogija klasi¢cnih Poissonovih zagrada i kvantno-mehanickih
komutatora 127

tako da je

dF OF

. ot
Analogija izmedu klasicne jednacine (5.24) i kvantno-mehanicke jednacine
(5.21) je ocita. Ovako definisani ¢lan {F, H}, koji uklju¢uje Hamiltonovu
funkciju H, naziva se Poissonova zagrada. Prelaz sa klasicne mehanike na
kvantnu mehaniku se oc¢ito moze ostvariti prelazom sa klasi¢nih fizikalnih
veli¢ina na odgovarajuce kvantno-mehanicke operatore uz zamjenu Poissonove
zagrade {, } sa komutatorom —[,]_. Operator %[F, H]_ se takoder naziva i
kvantno-mehanicka Poissonova zagrada.

Ova razmatranja analogije klasicne i kvantne mehanike se mogu nas-
taviti. U klasi¢noj mehanici baratamo kanonskim varijablama i kazemo da
je transformacija sa ¢;,p; na @Q;, P; kanonska ako i nove varijable Q; i P,
zadovoljavaju Hamiltonove jednacine. Ovo znaci prelaz

+{F H}. (5.24)

H(pi, ;) — A (P, Q) (5.25)

gdje 7 predstavlja novu Hamiltonovu funkciju koja zavisi od koordinata P;
i Q;. Ista tvrdnja se moze iskazati Poissonovom zagradom. I zaista, vrijedi
relacija

{ai,p;} = 04y, (5.26)

zato §to je ista ekvivalentna sa

f
dq; Op;  0¢; Ipj\ _ o
2 (@qa dp, Op,9q,) - (5:27)

o=1

Clan (0¢;/0p,)(0p;/0q,) uvijek iscezava, dok (9¢;/0q,)(0p;/0ps) daje je-
dinicu samo za ¢ = j, odakle se dobija d;;. Ako izvr§imo prelaz na koordinate
Q; i P; tada je transformacija kanonska samo ako vrijedi

{Qi, P} = dy5. (5.28)

Dalje, takoder vaze slijedeé¢e jednacine:

{Qi,Q;}=0 1 {P,Pj}=0. (5.29)
Prelazeci na kvantnu mehaniku, dobijamo analogne relacije. Pri tome uvrsta-
vamo p; = —ihd/0x; u gore navedenu kvantno-mehanicku Poissonovu za-
gradu:
ih 0
—— |z, —| =96, 5.30
th |fU 8I]:| _ I ( )
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Prema tome, impuls je zamijenjen operatorom. Analogno, obadvije relacije
u (5.29) vrijede i u kvantnoj mehanici:

w2 =0 i [ 0 9 } —0. (5.31)

.
(‘9@- or j
Za klasi¢ne Poissonove zagrade vrijede relacije:

{A, B} = —{B, A},

{A,C} =0 za C = const,

{A1 Ay, B} = {A;, B}Ay + A1{A,, B},

{A;1+ Ay, B} = {Ay, B} + {As, B},

{A{B,C}} +{B,{C,A}} + {C,{A, B}} =0, (5.32)

pri cemu se zadnja relacija naziva Jacobijev identitet. Ako se uzmu u obzir
ove relacije, lako se moze provjeriti da za kvantno-mehanicke komutatore
vrijede iste algebarske relacije. To je prvi zapazio P. A. M. Dirac koji je ko-
ristio te relacije da pokaze formalnu analogiju izmedu kvantne i Hamiltonove
mehanike.

Prelaz sa klasi¢ne na kvantnu mehaniku se moze formalno ostvariti pomo-
¢u specijalnih kanonskih transformacija sa komutatorima:

[ﬁz’,l‘j]— = ih5z‘j7 [xiaxj]— =0, [ﬁz‘;ﬁj]— = 0. (5-33)

Da bismo dobili Hamiltonov operator (hamiltonijan) koriste¢i Hamiltonovu
funkciju, uvijek se prvo mora transformisati funkcija u Descartesove koor-
dinate prije nego sto se uvedu operatori. To je najsigurniji put prelaska sa
klasi¢nih na odgovarajuce kvantno-mehanicke sisteme.



Poglavlje 6

Sferno simetri¢ni potencijal.
Vodonikov atom

6.1 Schrodingerova jednacina sa
Coulombovim potencijalom

Najvazniji primjer kretanja cestice u potencijalnom polju je vodonikov atom.
Elektron i proton se privlace silom V;/r?, koja odgovara potencijalu —V;/r.
Ovdje smo uveli skra¢enu oznaku Vi = €?/(47¢y), ar je koordinata relativnog
kretanja. Izabrat ¢emo da je proton u centru naseg koordinatnog sistema i
uvest ¢emo redukovanu masu elektrona:

e I (6.1)
m= ————— & Mk - . )
1 4+ me/my 1836

Posto je nas potencijal centralan, koristit ¢emo sferne koordinate. Sta-
cionarna Schrodingerova jednacina je

(P o\,
H@z)_(%—?)qp_w. (6.2)

Kvadrat operatora impulsa

132:—h2A:—h2(1 0120 L 1a )

r29r or 2 0%

se moze, uz pomo¢ relacije L? = —h?A,,, separirati na radijalni dio i
ugaoni dio koji sadrzi operator ugaonog momenta. Pri tome Schrodingerova
jednacina poprima oblik

10,0 L2 2m Vi
e S E+ 22y = ,
(r28rr or h2r2> v h? ( + r)¢ 0, (6.3)
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gdje je centrifugalni clan —£2/(h2r2) analogan clanu koji se javlja u Ke-
plerovom problemu iz klasi¢ne mehanike.

6.2 Separacija varijabli u sfernim koordinata-
ma

Separacijom varijabli

R(r)

P(r0,0) = ==Y (0, p) (6.4)
moguce je razdvojiti jednacinu (6.3) na radijalni i ugaoni dio. Poéi ¢emo od
relacije

10 ,0R(r) 10°R(r)

r20r or r  r Or? (6:5)
i uvesti konstantu separacije [(I 4+ 1)h?. Dobijamo
r? 9?R(r) = ,2m Vo 1 .
—_— B+ — )= —=———L2Y(W, ) =1(l+1). :
R(r) Or? tr h? ( * r ) R2Y (9, ) (W) =1 +1). (66)
Prema tome, imamo dvije jednacine:
O*Ry(r) 2m Vo I(l+1)
20 = .
Or2 + |: 72 ( + ” ) 2 Rl<7') 0, (6 7)
L2Y (9, ) = B2l 4+ 1D)Yim(9, ), 1=0,1,..., -I<m<Il  (6.8)

Rjesenja ugaone diferencijalne jedna¢ine su nam veé¢ poznati sferni harmonici
Yim (¥, ¢). Konstanta separacije odgovara kvadratu ugaonog momenta L? &
R21(I + 1), a dodatni kvantni broj m karakteriSe 2 komponentu ugaonog mo-
menta L, < mh. Radijalna funkcija R;(r) zavisi od kvantnog broja or-
bitalnog ugaonog momenta [. Uskoro ¢emo vidjeti da uslov za kvadraticnu
integrabilnost i normiranje talasne funkcije vodi na jos jedan kvantni broj —
tzv. radijalni kvantni broj n,.

6.3 Rjesavanje radijalne Schrodingerove jed-
nacine za vodonikov atom
Da bismo nasli spektar energija dovoljno je analizirati radijalnu Schrodinger-

ovu jedna¢inu (6.7) zato $to se samo u njoj pojavljuje energija F. Naime,
problem je sferno simetri¢an i energija zavisi samo od radijalnog dijela R(r)
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talasne funkcije. Mi ¢emo se ograniciti samo na diskretna vezana stanja koja
se karakterisu negativnim vrijednostima energije (rjeSenja sa pozitivnim en-
ergijama odgovaraju kontinuumu i obi¢no se analiziraju u okviru teorije rasi-
janja). Zbog ortonormiranosti sfernih harmonika uslov normiranja f [Y2dV =
1 vodi na uslov

/0 T R R (F)dr = 1. (6.9)

Da bismo nasli odgovarajuéu smjenu za rjeSavanje diferencijalne jednacine
(6.7) pogodno je prvo razmotriti limese r — 0 i r — oo. Za r — 0 ¢lan koji
sadrzi ugaoni moment je dominantan, tako da dobijamo jednacinu

R, I(1+1)

dr? r2
Potrazimo rjesenje ove jednacine u obliku stepenog reda R; = r*(1 + a;r +
asr? + . ..). Kao rezultat za ¢lanove najnizeg reda po r dobijamo jednacinu:

R, = 0. (6.10)

ala—1)r* 2 =11+ 1)r* 2 =0. (6.11)
Rjesenja ove jednacine su @« = [+ 11 a = —I[. Pokazuje se da je dovoljno
razmotriti sluc¢aj o = [+ 1 (analiza slu¢aja « = —[ vodila bi na ista rjesenja).

U drugom asimptotskom limesu r — oo jednaéinu (6.7) mozemo aproksi-

mirati sa PR )
1 m
—FR, =0. 6.12
dr? + 2 ! ( )

Posto trazimo vezana stanja sa negativnim energijama logi¢no je uvesti skrace-
nu oznaku

v =——F. (6.13)
U tom slucaju, rjesenje jednacine (6.12) je
U =Ae " + Be™", (6.14)

pri cemu moramo iskljuciti ¢lan uz konstantu B jer on postaje beskonacan
za r — oo. Da bismo ukljucili obadva gore analizirana asimptotska slucaja,
uvest ¢emo smjenu

Ry(r) = r"Tte " F(r). (6.15)
Uvrstavanjem u (6.7), uz oznake
mVo
z2=2yr, k= PR (6.16)
dobijamo
d*F dF
2—+204+2—-2)——-(I+1—-k)F=0. (6.17)

dz? dz
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Ako se prisjetimo matematickog dodatka o Kummerovoj diferencijalnoj jedna-
¢ini, mozemo pisati da je

F(r)= A Fi(l+1— k21 + 2; 2r), (6.18)

gdje smo zanemarili drugi ¢lan ukupnog rjesenja (4.93) jer se on ponasa
kao 77271 za r — 0, tj. Ry/r ~ r~!71 je uvijek divergentno. Da bi ovaj
konfluentni red bilo mogucée normirati on treba da zavrsava na odredenom
clanu. To vodi na zahtjev za kvantiziranje energije. Zahtjevamo da je

l+1—k=-n,, n,=0,12..., (6.19)

odakle je
E=n,+1+1=n. (6.20)

Broj n je glavni kvantni broj (n =1,2,...) i odreden je radijalnim kvantnim
brojem n, (n, =0,1,2,...) i orbitalnim kvantnim brojem [ (I =0,1,2,...).

Definicije (6.13) i (6.16) nam onda omogucavaju da odredimo energiju
veze. Dobijamo da je

E,=-— —=—= , 6.21
2h% n? 2 agn? (6:21)
gdje se velicina
47T€0h2 h2 —~10
= = = 0,529 x 10 6.22
@0 me? mVy ’ % o (6:22)

naziva Bohrov radijus. Za n = 1 dobijamo energiju veze vodonikovog atoma
u osnovnom stanju
1V h?

Ey=—-—=— = —1Ry = —13,6¢eV. 6.23
0 2@0 2ma(2) y ;0 € ( )

Talasne funkcije vodonikovog atoma su
Unim () = Npyrle " By (=13 20 4 2: 29,7) Yo (9, ), (6.24)

gdje je v, = mVy/(h*n) = 1/(nay), a konstanta normiranja je

1 (n+1)! ;
N, = 2, ) +3/2 =n,+1+1. 6.25
: (25+1)!\/2n(n—Z—1)!(7) y PR (6.25)

Radijalni dio talasne funkcije R, ocito zavisi od kvantnih brojeva n i [ (ili
n, i l). Zavisnost od [ potice od separacije varijabli (6.4) kojom je rotacioni



6.3 Rjesavanje radijalne jednacine za vodonikov atom 133

¢lan (I 4+ 1)/r? uveden u diferencijalnu jednacinu (6.7), dok je zavisnost od
n uzrokovana jednacinom za vlastite vrijednosti energije, odnosno zahtjevom
da je talasna funkcija kvadrati¢no integrabilna [uslov normiranja (6.9)].

Funkcije 1, su vlastite funkcije Schrodingerove jednacine (6.3) koje
odgovaraju vlastitim vrijednostima energije E,,. Na osnovu jednac¢ina (6.19)
i (6.20) slijedi da kvantni brojevi [ i m poprimaju vrijednosti 0 <1 <n —1
i —l < m < [. Brojeéi sva moguca stanja sa istom energijom, vidimo da je
svaka vlastita vrijednost energije degenerisana n? puta:

I
—
—

n n—

l
Y om=> (2+1)=n" (6.26)

l m=—1 !

I
o
I
o

U tabelama 6.1 i 6.2 su predstavljene normirane talasne funkcije koje
su rjeSenja Schrodingerove jednacine za vodonikov atom. U tabeli 6.2 ta-
lasne funkcije su razdvojene na radijalne dijelove R,;(r)/r i ugaone dijelove
Yim (9, ). U posljednjoj koloni su prikazane energije E,,, koje zavise samo
od kvantnog broja n, u jedinicama energije osnovnog stanja —Vy/(2ag) =
—13,6 V.

1]
|

n_ ! m Vim(r, ¥, ?’! . - Eﬂ_
10 0 # xy32 xe 1" 1
£V =
2 0 0 7’; X¥s x(1=y7) x e " !
2 1 ] —:}; xyal? xr xe x cos !
2 1 +1 7;? X y; 2 xr xe”12f x sin ¢et' ;l‘
32 =
3 0 0 3‘:,3'- xyj" x(3 —6yr +27%%) xe v %
3 1 ,}'%? KYa?{Z x (2 —yryr xe B = cos B %
3 1 +1 7;? xy;ﬂ x(2=ynr xerr x sin 9 e*'% z}
30 2 T xe ™ x(3cos?#—1) }
32 o+l - xy.? xr? xe 1" x sin # cos Feti¥ L
Var 3 _ 5
3 2 +2 z_jﬁ xy;fz xre xe 1" x sin? #ezz“‘i’ _ 5

Tablica 6.1: Normirane talasne funkcije najnizih stanja vodonikovog atoma.
Ovdje je v, = 1/(nao), ap = h?/(mVp).

Svako stanje sa vlastitom funkcijom ,,;,,, karakterisanom sa tri kvantna
broja n, [ i m, je vlastito stanje tri istovremeno mjerljive veli¢ine:

. mVZ 1
e cnergije B, = — o4,

e kvadrata orbitalnog ugaonog momenta L2
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n | m Ryi(r) Yin(B,¢) En
1 0 0 2 xpi? o x xe™V x 7‘]1—?; 1
2 0 1] Z xyzs‘m x(1—yr) xe"}’?’xji; II‘
2 L0 oxpn” x xe‘n’x‘/%cos# 1
2 1+l % )(P;ﬁ xr xe™ N x [ siny x et i
3 0 % ><y§"{2 x(3—6yr +227%) xe“""xﬁ: .
/8 §/1 s A 1
3 T X x(2—yr) Xe 1 x /4 cos ¥ 5
3 1 4+l 8 xy;"rz x(2—pr) xe M x [ sing x ety §
32 0 JE o e e st 0 ) :
3 2 =2 ‘,‘% >(y:;”2 xrl xe " x‘/}:—ES sin & cos # x eT¥ %
3 02 %1 JE o xR xe 7 x [ 352 0 xetlio 1

Tablica 6.2: Talasne funkcije iz tabele 6.1 sa razdvojenim radijalnim i
ugaonim dijelovima.

e projekcije orbitalnog ugaonog momenta na z osu L..

Glavni kvantni broj n karakteriSe energetske nivoe F,,, azimutalni kvantni
broj | oznacava veli¢inu ugaonog momenta L2 a magnetni kvantni broj m
daje velicinu z komponente ugaonog momenta L,. Prema tome, vlastite
vrijednosti tri velicine F,,, L2i L, su dovoljne da se odredi talasna funkcija

¢nlm (Ta 197 SO)
Vjerovatnost da se elektron, opisan talasnom funkcijom (7,9, ),
nade u elementu zapremine dV = r? sin 9dddy je

Wi (7,9, 0)AV = |im (1,9, @) |*dV. (6.27)

Ako uvrstimo
wnlm(ra 197 @) =

mozemo tu vjerovatnocu prepisati na slijede¢i nacin

R, (r
Oy 0.). (6.25)
Wi (1,9, go)errdQ = Ril(r)dﬂYlm(ﬁ, ©) |2dQ. (6.29)

Integriranjem po d2 dobijamo vjerovatnoéu w,,(r)dr da se elektron nade
izmedu dvije sferne povrsine radijusa r i r + dr:

Wy (1)dr = Wy (r)r2dr = R2,(r)dr. (6.30)
Naprimjer, u stanju 199 vjerovatnoca je

wyo(r)dr = N&e /w02 qy, (6.31)
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Slika 6.1: Normirane radijalne talasne funkcije R, (r)/r (lijeva strana) i
normirane gustoée vjerovatnoce wy, (desna strana) vodonikovog atoma za
glavni kvantni brojn =1,21 3.

gdje je Nyp konstanta normiranja (6.25). Na slici 6.1 su prikazane radi-
jalne talasne funkcije i vjerovatnoce kao funkcije r. Maksimum funkcije
R?%,(r), tj. mnajvjerovatnije rastojanje elektrona, za stanje 1109 je jednako
klasicnom Bohrovom radijusu ry = ag, Sto je u skladu sa time da se prema
klasi¢noj teoriji elektron treba kretati oko jezgra po kruznici radijusa ag.
Sa povecanjem glavnog kvantnog broja m maksimum raspodjele naboja se
pomjera dalje od jezgra. Elektron je slabije vezan. Zavisno od vrijednosti
radijalnog kvantnog broja n, = n — [ — 1 postoji vise maksimuma — glavni
maksimum i dodatni maksimumi.
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Ako se radi o atomima ¢iji je naboj jezgra Z veéi od jedan, trebamo
zamijeniti ag sa ag/Z i vjerovatnoca se povecava sa priblizavanjem jezgru
kao 1/7, jer je elektron privuéen jacom Coulombovom silom u orbitu blizu
jezgru. Talasne funkcije vodonikovog atoma takoder opisuju stanja jona sa
samo jednim elektronom, kao §to su Het, Lit™*,.... Jedina razlika je sto
treba zamijeniti e? u V sa Ze?. Odgovarajucée opstije talasne funkcije su:

nlm

_Z, 27
¢(Z) (I‘) = anrle nZO 1F1(l +1- n; 20+ 2; _r)Yzm(ﬁa 90) (632)
nao

Na osnovu veze degenerisane (konfluentne) hipergeometrijske funkcije |7 i

poopstenih Laguerreovih polinoma L% wvodeéi oznaku p= s—azor, dobijamo

(n+ l)' n—I{—1

1/2
pe 2L (YL (0, 0). (6.34)

Frl+1—n;204+2;p) =

(Z) oty

6.4 Spektar vodonikovog atoma

(), (6.33)

Y (r) =2

Vrijednosti energije (6.21) karakterisu energetske nivoe vodonikovog atoma

21 1V 1
omlg 1 W1 (6.35)

E, = = .
2h? n? 2 ag n?

Pri prelazu elektrona sa nivoa FE, na nivo E,, atom emituje foton energije
Twnn = E, — E,  (Bohrov uslov za frekvenciju). (6.36)

Uvrstavanjem (6.35) u (6.36) za ugaonu frekvenciju dobijamo:

V2 1 1
Wt = MY (— — —) ., n' <n, (6.37)

2h3 n/2 n2

a za frekvenciju
1 1
Upn' = R (ﬁ - ﬁ) s (638)
gdje je R = mVZ/(4nh3) = 3,27 x 10 s™' Rydbergova konstanta. Veli¢ina
E,/h se naziva spektralni term. Razlika izmedu termova F, i E, odreduje
ugaonu frekvenciju wy, . Na slici 6.2 je prikazan dijagram energetskih nivoa
vodonikovog atoma i najvazniji prelazi. Sa porastom glavnog kvantnog broja
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E[ev]A
7 / E>0
I TV
-0.85 WW Fol
Fundova 4
Braketova
-1.5 3
Pafenova serija
-3.4 5
Balmerova serija
-13.6 5

Lajmanova serija
Slika 6.2: Energetski nivoi i spektralne serije vodonikovog atoma.

n razlika izmedu energetskih nivoa opada, tj.
lim £,=0 i lim (E,—FE,_1)=0. (6.39)
n—oo n—oo
Kontinuum opisuje jonizovani atom, a energija jonizacije je negativna en-
ergija veze.
Sve frekvencije koje su ukljucene u prelaze koji zavrsavaju u istom nizem

stanju formiraju spektralnu seriju. Prelaz u osnovno stanje n’ = 1 tvori
Lymanovu seriju. Frekvencije su
1 1

Prelazi u stanja n’ = 2,3,4 i 5 odgovaraju Balmerovoj, Ritz-Paschenovoj,
Brackettovoj i Pfundovoj seriji. Vodoniku sli¢ni atomi u visoko-pobudenim
stanjima sa n = 100 su zapazeni u eksperimentima u zadnjih nekoliko decenija.
Takvi atomi su nazvani Rydbergovi atomi. Njihov preé¢nik je oko 10° puta
ve(i od precnika atoma u osnovnom stanju.
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6.5 Struje u vodonikovom atomu

Operator gustoce struje je dat sa
. ih . .
J= @(ww —YTVY), (6.41)

gdje je masa elektrona oznacena sa p da bi se razlikovala od magnetnog
kvantnog broja m, a ¢ su vlastite funkcije vodonikovog atoma:

Rnl (’I“)

Ui (1,0, 0) = Ny P (cos 9)e™?. (6.42)

Tu je R, (r) radijalni dio a N,,; konstanta normiranja. Operator V u sfernim

koordinatama je dat sa
0 10 1 0
B {E’;ﬁ_ﬁﬁ“sinﬁ%}’ (6.43)

tako da su komponente gustoce struje

ih 0
j{mim) =——Qmm %m—mmawma,

2
J1(9 ) = ﬂ (wnlm wnlm - 2ﬂnlm aﬁwnlm> )
jtp 21u (djnlmTSinﬁ a#ﬁmm w”lmrsmﬁ agpwnlm . (6 )
Odatle dobijamo
0 R 4
77Dnlm 77bnlm = N2 7“< )P‘m‘ zmcp { lel COS 19)} e—zmgp}
_ N2 [plml Ru(r) 0
= Nj [Pl (cosﬁ)} " 8r . 1/anma Unim,  (6.45)
kao i
bntms Dt = Vs 2 (6.46)
nlm 819 nlm nlm @19 nlm- :

Pri tome smo koristili to da su R, (r) i Pz| |(cos ¥) realne funkcije. Dakle,

nasli smo da je
Jr=J9 =0. (6.47)

Ovo je ocekivani rezultat zato Sto bi struja u radijalnom smjeru uzrokovala da
se cijeli naboj skupi u jezgru ili da bude emitovan iz atoma nakon izvjesnog
vremena.
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Jedina komponenta struje koja je razlicita od nule je ¢ komponenta.
Naime, prema zadnjoj jednacini u (6.44), to je jedina komponenta u kojoj se
pojavljuje izvod kompleksnog dijela funkcije. Za gustocu struje u ¢ smjeru
se dobija

ih —im m hm 9
Jo 21 (d} ! r81n19¢"lm 2/}mmrsmﬁd} ! ) ur smﬁw m| (6.48)

Ovo je intuitivno ocekivani rezultat: kruzenje elektrona oko jezgra je u skladu
sa Bohrovim modelom i azimutalna struja je odredena magnetnim kvantnim
brojem m.

6.6 Magnetni moment atoma

rsind .

Slika 6.3: Ilustracija uz prorac¢un magnetnog momenta.

Ako sa do ozna¢imo povrsinu okomito na smjer struje (vidjeti sliku 6.3),
struja dl, koja prolazi kroz tu povrsinu je

dl, = j,do. (6.49)

Iz elektrodinamike nam je poznato da elektricna struja dI koja kruzi oko
ravne povrsine F' uzrokuje magnetni moment dM = F'dI, ¢ija je z kompo-
nenta u atomu data sa:

dM, = Fdl, = j,Fdo. (6.50)

Gustocu struje ¢estica moramo pomnoziti sa nabojem —e da bismo dobili
elektriénu gustoéu struje koja nam je potrebna. Posto je F = 7wr?sin?9,
magnetni moment je

—ehm

dM, |V nim|*7r? sin® Ido, (6.51)

- pr sin 1
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tj.
I
dM, = _C m|¢nlm|27rr sinvdo. (6.52)
i
Konacno je
ehm
M, = — , 6.53
2 (6.53)

jer je dV = 2mrsinvdo zapremina elementa struje kroz do, a integral od
|4|* za normiranu talasnu funkciju daje jedinicu. Posto nema drugih struja
u atomu, magnetni moment je

M =M, = —pugm, (6.54)

gdje je up = eh/(2u) tzv. Bohrov magneton. Apsolutna vrijednost maksi-
malnog magnetnog momenta je pgl, a minimalnog nula.

Ako zapazimo da je vrijednost z komponente ugaonog momenta L, =
mh, dobijamo Ziromagnetni faktor (krac¢e g faktor) elektrona u odnosu na
ugaoni moment. On se definise kao odnos apsolutne vrijednosti magnetnog
momenta |M,| podijeljenog sa ugaonim momentom u jedinicama F, tj.

. ’Mz,/,UB

R (6.55)

9

Prema tome je ¢ = 1. Po definiciji magnetni moment se mjeri u jedinicama
1B, a ugaoni moment u jedinicama h.

Elektron ima jos jedan ugaoni moment — spin, tako da se g faktor moze
definisati i u odnosu na spin, Sto ¢emo i uraditi kasnije.

Kao sto smo vidjeli, zaista postoje realne elektri¢ne struje u atomu, sli¢no
kao sto je Bohr pretpostavio u svome modelu.



Poglavlje 7

Teorija reprezentacija

Stanje Cestice je u potpunosti opisano normiranom talasnom funkcijom ¢ (r, t)
koju smo do sada koristili. U Schrodingerovoj jednacini

lf’_ + v(r)} W(r,t) = z’h%w(r, t), (7.1)

2m

koja opisuje vremensku evoluciju stanja operator impulsa smo izrazavali
diferencijalnim operatorom:

b= —ihV. (7.2)

Ova reprezentacija stanja cestice se naziva koordinatna reprezentacija. Zbog
Heisenbergovog principa neodredenosti impuls ¢estice p nije egzaktno poznat
ako je njena pozicija r fiksirana. Srednji impuls, odnosno njegova ocekivana
vrijednost, je:

() = / 8 (2, 1) (—iBV Y (x, ) dV. (7.3)

Informacije o impulsu Cestice mozemo izvuéi iz talasne funkcije 1 (r, t) ako je
razvijemo po vlastitim funkcijama operatora impulsa. To vodi na Fourierovu
transformaciju:

P(r.t) = (2mh) 2 / a(p, 1) exp(ip - 1/h)dp = / a(p. )p(r)dp.  (74)

Ovdje je integriranje po cijelom impulsnom prostoru, a funkcija a(p,t) je
Fourierova transformacija ¢(r,¢) u trenutku ¢. Ravni talasi ¢p(r) su vlastite
funkcije operatora impulsa:

Py = Py, Up(r) = (21h) 32 exp(ip - r/h). (7.5)
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Na osnovu jednacine (7.4) zakljué¢ujemo da funkcija a(p,t) opisuju stanje
Cestice podjednako kompletno kao i funkcija ¥ (r,t). Funkciju a(p,t) nazi-
vamo impulsna reprezentacija stanja Cestice. Inverzna Fourierova transfor-
macija od (7.4) je:

a(p, (2mh)=3/2 /@D )exp(—ip - r/h)dr = /w o(r)dr.  (7.6)
Prema tome, ako je ¢(r,t) poznato, tada mozemo konstruisati a(p, t) prema
(7.6), i obrnuto, ako je a(p,t) poznato, u stanju smo da konstruisemo ) (r, t)

koristeéi (7.4). Takoder, moze se pokazati ekvivalentnost uslova normiranja
za funkcije ¥(r,t) i a(p,t) [vidjeti jednac¢inu (1.90) za slucaj normiranja u

kocki]
/ (e, ) Pdr = / la(p. )dp. (7.7)

Relacija koja odgovara jednacini (7.3) za srednju vrijednost operatora polozaja
ima oblik:

(#) = / o (9. 1) (ihV p)a(p, £)dp, (7.8)

gdje je Vi, = (0/0py, 0/0py, 0/0p.) nabla operator u impulsnom prostoru. 1
zaista, koristeci (7.4) dobijamo

@) = [0t = [ dedpdp'a’ (b6 (x)ra(p, ()
— [ dpip'a’ (put)alel0) [ drvgpeu (). (7.9
Na osnovu relacije
[dr Gye)ei(s) = [ oy (x)(~ihV)i(r)
e / drgs (r (r) = —ihVyd(p —p))  (7.10)
jednacinu (7.4) mozemo napisati u obliku
@) = [ dpdpa’(p.)a(p’. )(~ihV )6(p ~ B
= —ih/dpa*(p,t) [a(p’,t)5(p —p)% — /dp’5(p —P)Vya(p't)
= [ dpa’ (pu1) 1V el 1)
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Funkcija a(p, t) predstavlja raspodjelu impulsa stanja ¥ (r, t) Cestice, a veli¢ina
la(p, t)|? predstavlja vjerovatnoéu da u stanju v(r,t) cestica ima odredeni
impuls p, tj. da bude opisana talasnom funkcijom

Up(r) = (2mh) =2 exp(ip - r/h).
Prema tome, |a(p,t)|* je gustoéa vjerovatnoée u impulsnom prostoru.

Do sada smo nasa razmatranja bazirali na fizikalnom stanovistu da je
koordinatna talasna funkcija 1 (r, t) odredena mjerenjem prostorne raspodjele
cestice. Raspodjela impulsa se onda dobija Fourierovom transformacijom.
Medutim, u fizici se ¢esto koristi obrnuti pristup. Npr., u eksperimentima
rasijanja elektrona mjeri se raspodjela impulsa (tzv. form faktori). Nakon
toga se prostorna raspodjela naboja u jezgru dobija Fourierovom analizom.

Koordinatna reprezentacija i impulsna reprezentacija su jednako pogodne
za opis stanja Cestice. Jednacine (7.4) i (7.6) omogucavaju prelaz sa jedne
reprezentacije na drugu.

Razmotrimo sada ukratko energetsku reprezentaciju. Jednostavnosti radi,
pretpostavit ¢emo da cestica ima diskretan energetski spektar sa vlastitim
vrijednostima energije Fy, Es, ..., E,,...1sa odgovaraju¢im sistemom orto-
normiranih vlastitih funkcija 1, 1o, ..., %, . ... Razvoj opste talasne funkcije
Y (r,t) po tim vlastitim funkcijama je dat sa:

Y(r,t) = an(t)in(r), (7.11)

gdje indeks n oznacava zavisnost od energije. Koeficijente razvoja u jednacini
(7.11) mozemo dobiti mnozeéi tu jednacinu sa 7% i integrirajuci po cijelom
prostoru. Rezultat je:

am(t) = /@b:fn(r)w(r,t)dr. (7.12)

Jasno je da je stanje cestice u potpunosti odredeno skupom koeficijenata a,,,
tj. energetskom reprezentacijom. I zaista, ¥ (r,t) i a,(t) se mogu dobiti jedni
iz drugih pomocu transformacija (7.11) i (7.12). Ovo je potpuno analogno
prethodnoj situaciji kada smo bili u stanju da izra¢unamo (r,t) iz a(p,t)
pomocu (7.4) ili a(p,t) iz 1 (r,t) pomocu (7.6).

7.1 Reprezentacija (predstavljanje) operatora

Operatorska jednacina
=Ly (7.13)
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transformise funkciju ¢¥ u neku drugu funkciju ¢. Za eksplicitne proracune
trebamo izabrati odredenu reprezentaciju. Do sada smo koristili koordinatu
r da izrazimo operatore, tj. radili smo u koordinatnoj reprezentaciji. U tom
slucaju, operator L ima opsti oblik

L= L(p,r) = L(—ihV,r1). (7.14)

Ako promijenimo reprezentaciju talasne funkcije, moramo da transformisemo
i operator u skladu s tim.

Razmotrimo prvo energetsku reprezentaciju. Razvit ¢emo talasne funkcije
(r) i p(r) ujednacini (7.13) po vlastitim funkcijama energije, tj. hamiltoni-
jana (Hvy, = E,tby,). Vrijedi:

Y(r) = antn(r), @(r) =D bathu(r). (7.15)

n

Prema rezultatima prethodnog odjeljka energetska reprezentacija funkcija
Y 1 ¢ je data skupom koeficijenata a, i b,. Da bismo dobili energetsku
reprezentaciju operatora L uvrstit ¢emo razvoje (7.15) u (7.13):

> bathy =Y anLipn. (7.16)

n

Nakon mnozenja sa v, i integriranja po prostoru dobijamo

> bubn = Y an / W LappdV. (7.17)

Uvodenjem matricnog elementa
L. = / Wk Lap,dV (7.18)
jednacinu (7.17) mozemo prepisati u obliku

b =Y _ Lonntin. (7.19)

Ova jednacina predstavlja energetsku reprezentaciju relacije (7.13). Kazemo
da matri¢éni elementi L,,, Cine energetsku reprezentaciju operatora L. Posto
indeksi m i n poprimaju vrijednosti iz istog skupa brojeva i posto je broj
vlastitih vrijednosti energije beskonacan, matrica ¢iji su matricni elementi
Ly, je beskonacéna kvadratna matrica.
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Da bismo dali primjer operatora sa kontinuiranim vlastitim vrijednostima
energije, izracunajmo impulsnu reprezentaciju od (7.13). Problem se pojed-
nostavljuje ako razmotrimo jednodimenzionalni sluc¢aj (r — z,p — p. = p).
Posto nas interesuje impulsna reprezentacija, izvrsit ¢emo razvoj po vlastitim
funkcijama operatora impulsa, tj.

Yp(x) = (2h) "% exp(ipz /). (7.20)
Vrijedi
b(z) = / a(p)bp(e)dp,  olz) = / b(p)ity () dp. (7.21)

Funkcije a(p) i b(p) su impulsna reprezentacija od ¥ (z) i ¢(x). UvrStavanjem

(7.20) u (7.13) dobijamo:
/ b(p)p(z)dp = L / a(p), (z)dp = / a(p) 4y ()dp, (7.22)

gdje smo iskoristili da je operator L dat u koordinatnoj reprezentaciji (7.14)
i da zavisi od x a ne od p, tako da se moze uvuci pod integral. Mnozenjem
sa 7 () i integriranjem po dx dobijamo

[ [vy@pinads = [awiip [vyti s @2
Koristedi relaciju ortogonalnosti
[ @iz =5 - p (7.24)
1 uvodedi skraéenu oznaku
Ly = [ vy @) Luy(o)ds (7.25)

dobijamo impulsnu reprezentaciju od (7.13):

b = [ Lualo)ip. (7.26)

Indeksi p’ i p su kontinuirani i, prema tome, matri¢ni element L, = L(p’, p)
je funkcija varijabli p’ 1 p. Beskona¢na matrica (L,,) je impulsna reprezenta-
cija od L.
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Neka su talasne funkcije ¢(z) i ¢(z) predstavljene brojevima b, i a,.
Uvedimo matrice kolone (stupce)

a=(a)=| a |, b=@®)=] 02 |. (7.27)

Zamijenimo jednacinu ¢ = ﬁw, koja je ekvivalentna jednacini by, = ) Lmnan,
sa matricnom jednacinom

(bn) = (Lmn) (an), tj. b= La, (7.28)
gdje (Lyn) = L odgovara operatoru L. Eksplicitni oblik te jednacine je

by Liw Lip --- ax
by | = Lot Lo -+ az | . (7.29)

Matrice a i b nazivamo matricna reprezentacija talasnih funkcija ¢ i ¢ u
izabranoj bazi .

Ocekivana vrijednost <1/J|[:|1/)> operatora u stanju 1 (z) u matri¢noj repre-
zentaciji ima oblik

Wlil) = / (@) L (e)de = / a5 3" a5 (@) E @)ttt (1)

= Y dian [ o) Li)n(a) = 3 63 Luna

Liy Lip --- a1
— ( af{ a; ) L21 LQQ as . (730)

Rezultati dobijeni u ovom odjeljku su vrlo vazni. Naucili smo da pored
koordinatne reprezentacije postoji ¢itav niz reprezentacija pomocu kojih se
izrazavaju kvantno-mehanicke relacije. Razmotrimo sada matri¢nu reprezen-
taciju nekih operatora.

- Matrica operatora koordinate = u konfiguracionom prostoru

Pokazat ¢emo da je matricni oblik koordinate Z u x reprezentaciji dat sa

Tpre = 2'0(x — 7). (7.31)
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I zaista, na osnovu zakona mnozenja matrica dobijamo
(e} [e.e]

p(x') = / Tprp)(x)dr = / 'é(x — 2" )p(x)de = 2" (2", (7.32)
tj. matrica za = daje ispravan faktor (vlastitu vrijednost) ' u jednacini
p(z') = 2"(a’). Prema tome, x,, = 2'6(x — ') zovemo matricnim oblikom
koordinate  u x reprezentaciji.

- Matrica od V(z) u konfiguracionom prostoru

Neka je V(z) proizvoljna funkcija koordinate z. Kao i ranije, uvrstit
¢emo Vyr, = V(2')d(x — 2’) u jednacinu

o(2) = V(@h(a). (7.33)
Dobijamo
o) = [ Varttorts = [ Vi)t )ule)ds = V). (130

Ocito, jednacine (7.33) i (7.34) su identi¢ne. Prema tome, V,, = V(2')0(z —
x') je matricni oblik potencijala V' (x) u koordinatnoj (x) reprezentaciji.

- Matricni oblik operatora impulsa u konfiguracionom prostoru
x reprezentaciji
p J

Trazeni matri¢ni oblik je

o = ih (s’ — ). (7.35)
Provjerit ¢emo taj rezultat uvrstavanjem u
p(x) = pp(x). (7.36)
Dobijamo
ola') = /_ Z bonth(z)dz = ih /_ o; %5@’ — o)(a)dz. (7.37)
Parcijalnom integracijom nalazimo da je
(@) =ik [6(z" — x)p(x)]™ —ih /Z §(x' — x)%¢(z)dz (7.38)
Prvi ¢lan je jednak nuli tako da je
o(z') = —ih /_ Z 5z — x)%zp(x)dx _ —m%w(gﬂ), (7.39)

sto je standardni oblik od (7.36), ¢cime smo provjerili jednacinu (7.35).
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7.2 Problem vlastitih vrijednosti

Vazan i ¢est problem u kvantnoj mehanici je nalazenje vlastitih vrijednosti i
vlastitih funkecija datog operatora A. Ako je operator A dat u reprezentaciji
svojih vlastitih funkcija dijagonalni elementi odgovaraju¢e matrice A,,, su
upravo njegove vlastite vrijednosti. Sada ¢emo razviti metod nalazenja vlasti-
tih vrijednosti i vlastitih funkcija operatora A ako on nije dat u svojoj vlasti-
toj reprezentaciji.

Vlastite funkcije 1, operatora A zadovoljavaju jednacinu

Apy(w) = arpy(x). (7.40)

Razvit ¢emo te vlastite funkcije po funkcijama ¢,, koje nisu vlastite funkcije
operatora A:

Ya(@) =) chipal2). (7.41)

n

Kombinovanjem jednac¢ina (7.40) i (7.41) dobijamo
AZCZQOTL = aZcngn. (7.42)
Mnozenjem sa ¢}, i integriranjem nalazimo da je
Z co Agn = acy, (7.43)
gdje smo uveli skra¢enu oznaku

Apn = / ot AppdV. (7.44)

Pretpostavimo sada da su matri¢ni elementi Ay,, zadani i da za datu matricu
(Agn) treba izracunati vlastite vrijednosti a i koeficijente ¢ u jednacini (7.43).
Ako ih nademo problem vlastitih vrijednosti ¢e biti rijeSen u proizvoljnoj
reprezentaciji posto pomocu ¢ koriste¢i relaciju (7.41) mozemo konstru-
isati vlastite funkcije od fl, tj. a(7) u x reprezentaciji. Da bismo nasli
¢ uobicajeno je prepisati jednacinu (7.43) u obliku

> (Agn — abin) ¢ = 0. (7.45)

Ova jednacina predstavlja beskonacni homogeni sistem jednacina za koefici-
jente . Takav sistem ima netrivijalno rjeSenje ako je determinanta njegovih
koeficijenata jednaka nuli, tj.

det (A]m — aékn) =0. (746)
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Problem je sto je u opstem slucaju ta determinanta beskonacna. Da bismo
rijesili (7.46) razmotrit ¢emo sekularnu determinantu N-tog stepena:

A11 —a A12 te AlN
Dyy=| M Amme Ay g )
ANy Ano - Ayn—a

Tu smo odsjekli razvoj (7.41) na odredenoj vrijednosti n = N. Konvergenciju
¢emo provjeriti poveéavanjem parametra N. Jednacina Dy(a) = 0 je N-tog
stepena i ima N rjeSenja za a. Ta rjeSenja

a™ o™ 7@%\/) (7.48)

su sva realna zato Sto je Dy (a) determinanta hermitske matrice (pretpostavili
smo da je A hermitski operator zato §to u kvantnoj mehanici takvi trebaju
biti svi operatori koji su pridruzeni opservablama).

Sada ¢emo izracunati vlastite vrijednosti a; za niz determinanti Dy sa
rastu¢im vrijednostima N i dobiti niz rjesenja:

a,a?, . dN) = g, (7.49)

Ovaj niz konvergira iz fizikalnih razloga. Naime, matricni elementi Ay, su
mjera korelacije izmedu stanja ¢y i ¢,,. Zan > k ta korelacija je zanemarljiva
(npr. visoko pobudena stanja slabo uti¢u na osnovno stanje). Tada Ag,
postaju vrlo mali i njihov doprinos prvim korjenima sekularne determinante
je zanemarljiv.

Uvrstavanjem tako izracunatih vrijednosti a; u (7.46) dobijamo koefici-
jente ¢ i, pomocu (7.41), vlastite funkcije

Vo) =) cipn(z). (7.50)

n

Ako je spektar operatora kontinuiran tada sume treba zamijeniti inte-
gralima i jednacina (7.46) postaje Fredholmova integralna jednacina druge
vrste:

/ A€, €)e(€)de = ac(€)). (7.51)

Takvi problemi se pojavljuju npr. u kvantnoj elektrodinamici. Ovdje ih
ne¢emo razmatrati.
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7.3 Unitarne transformacije

Operator A se moze predstaviti pomoc¢u matrice na vise nacina. Za proizvoljni
kompletan skup talasnih funkcija v,, mozemo konstruisati odgovarajucu repre-
zentaciju operatora A. U ovom odjeljku ¢emo razmotriti transformacione
osobine tih matrica pri promjeni reprezentacije.

Operator A se moze dati u reprezentaciji sa baznim funkcijama n(r)
koje su vlastite funkcije operatora L, tj. Lib,(r) = L1, (r). Tada je

Apn = / W* (r) As, (r)dV (7.52)

L reprezentacija operatora A. S druge strane, takoder je moguca reprezenta-
cija operatora A sa vlastitim funkcijama ¢, (r) od operatora M:

Aw= [ @AV, Mo = M. (153)

Da bimo razlikovali te dvije reprezentacije koristimo latinske indekse za L
reprezentaciju i gréke indekse za M reprezentaciju.
Sada ¢emo odrediti matricu transformacije koja povezuje (A,,,) sa (A4,.).

U tu svrhu, razvit ¢emo vlastite funkcije od M po vlastitim funkcijama od
L:

Pu = Z Smﬂ/}n‘ (754)

Mnozenjem sa 1) i integriranjem dobijamo

Ocito je da su matricni elementi S,,, projekcija 1, na stanje ¢,,. UvrStava-
njem (7.54) u prvu relaciju u (7.53) dobijamo

A, = / > Sp A S thndV =Y Sh S / U Aty dV

n

Uvodeéi adjungiranu matricu

(S):, = (si,). tj. St=5" (7.57)

nu un
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nalazimo vezu izmedu matrica koje odgovaraju operatoru Au dvije reprezen-
tacije:

n,m

odnosno, ako ozna¢imo matrice samo velikim slovima:
Ay = STALS. (7.59)

Indeksi M i L se odnose na razli¢ite reprezentacije od A. Zahtjev da su i
Yy 1 ¢, ortonormirane talasne funkcije vodi na to da je matrica S unitarna.
Pokazimo to:

O = / e, dV = / nguz/;;zgmwndv = 85 SO
= Z = (5'5) (7.60)

tj. proizvod matrice S i njoj adjungirane matrice ST je jednak jedini¢noj
matrici:

STS =1. (7.61)

Unitarnost takoder znaci ekvivalentnost adjungirane matrice ST i inverzne
matrice S~!. Treba napomenuti da unitarna matrica nije obavezno i hermit-
ska:

St=8"1+£8. (7.62)

Fizikalno znacenje unitarne transformacije (7.54) je o¢uvanje vjerovatnoce:
ako je cestica u stanJu ¢, sa vjerovatnocom 1, tada se ona moze naci sa

vjerovatnocom |S,,,|* u stanjima ¢,. Skup |S,1|?,...,|Sum|*,. .. daje raspod-
jelu VJerovatnoce Cestlce u odnosu na stanja 1,,. Prema tome, mora da vrijedi
S 1SmlF =38 nSm = 1, tj. matrica S je unitarna.

Vazan i cesto korlsteni teorem je teorem o invarijantnosti traga matrice
u odnosu na unitarnu transformaciju. Trag matrice se oznacava sa trA i
definisan je kao suma dijagonalnih elemenata matrice. Prema relacijama

(7.56) i (7.60) dobijamo

trAM == Z AMM == Z Z S;uAnmSmu = Z Anmsmﬂ‘s’:u

moon,m H,m,m

- Z Anm (881 ZAnmémn > Ay =trA,. (7.63)

Prema tome, vrijedi trA,, = trAp, tj. trag matrice ne zavisi od izbora
reprezentacije.
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7.4 S matrica

Vremenska evolucija sistema se moze opisati nizom unitarnih transforma-
cija. Operator transformacije vremenske evolucije se oznacava sa S , a odgo-
varaju¢a matrica se naziva S matrica [naziv poti¢e od eng. scattering matrix
— matrica rasijanja; koristi se i oznaka U (t,t0) za unitarni operator vremenske
evolucije sistema od trenutka ¢ do trenutka t]. Izvest ¢emo sada izraz za op-
erator S i analizirati neke od njegovih osobina.

Operator S transformige stanje iz trenutka t; = 0 u stanje u trenutku ¢:

~

(r,t) = SY(r,0). (7.64)

Mozemo ga dobiti ako uvrstimo talasnu funkciju ¢(r, t) u vremenski zavisnu
Schrédingerovu jednacinu:

a A\ 2S . .
(ﬁﬁ — H> Sip(r,0) = (ma — HS) Y(r,0) =0, (7.65)

odakle slijedi da je
S ..
h— = HS. 7.66
o (7.66)
U slucaju kada hamiltonijan H ne zavisi eksplicitno od vremena dobijamo
slijededi rezultat:

S =exp (—%ﬁt) : (7.67)

Na osnovu jednacine (7.64) slijedi da je S(0) = I, §to nam je posluzilo da iz-
aberemo konstantu integriranja u (7.67). Kada primjenjujemo operator S na
neku funkciju, kao u jednacini (7.64), mi ustvari razvijamo eksponencijalnu
funkciju u stepeni red:

- 1 1 i~ \"
S =exp (—ﬁHt) = Z ] (—ﬁHt> : (7.68)

Posebnu paznju ¢emo posvetiti energetskoj reprezentaciji u kojoj je operator
H dijagonalan, tj. Hy, = E,,. Ako je

Y(r,0) = anihn(r), (7.69)

n

~

tada vremensku evoluciju stanja 1 (r,0) dobijamo primjenom operatora S
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prema jednacini (7.64). Vrijedi:

k
00,0 = 00,0 = S an, = S Y (<38t ) o
n n k )

. k .
_ En: a, zk:% (—%Ent) Yo = ayexp (—%Ent) b (7.70)

n

Ocito, dobili smo dobro poznatu vremensku zavisnost stacionarnih stanja. U
energetskoj reprezentaciji operator S je dijagonalan:

S = /¢;§¢ndV = exp (—%E,J) Omn- (7.71)

Jednacina (7.68) pokazuje i da je operator S unitaran:

. t . .
St = {exp (—%ﬁt)] = exp (%Eﬁt) = exp <%]:It) =51 (7.72)

jer je H hermitski operator. Sada ¢emo razviti talasnu funkeiju ¢ (r,t) po
vlastitim funkcijama ¢,, operatora L:

br,t) = 3 b(t)en(r). (7.73)

Ako opet opisemo vremensku evoluciju pomoc¢u operatora S dobijamo
D ba(t)en(r) = Sbu(0)pn(r). (7.74)
Mnozenjem sa ¢, i integriranjem slijedi matricna diferencijalna jednacina:

bn(t) =D Sy (£ 0), (7.75)

gdje je Sy = f(pfnggpnd‘/. Razmotrimo sada specijalni slucaj b,,(0) = 1.
Tada su svi drugi b, (0), n # n;, jednaki nuli zbog uslova normiranja. To znaci
da je u L reprezentaciji, u trenutku ¢ = 0, cCestica u potpunosti u stanju
¢n, (r). Kazemo da je sistem pripremljen tako da je u pocetnom trenutku
(inicijalno) u stanju ¢, (r). Prema tome, jednacina (7.75) vodi na:

b () = Soums (). (7.76)
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To je interesantan rezultat sa ociglednom fizikalnom interpretacijom. Ma-
tricni element predstavlja Sy, (t) amplitudu vjerovatnoce da sistem prede iz
stanja ¢,, u stanje ¢,, nakon vremena ¢. Drugim rijecima, veli¢ina

w(n; — m) = |Spm, ()] (7.77)

nam daje vjerovatnocu prelaza iz stanja ¢,, u stanje ¢,, pod uticajem H.
Ova relacija igra vaznu ulogu u proracunima vjerovatnoce prelaza u kvantnoj
mehanici i u kvantnoj elektrodinamici.

7.5 Schrodingerova jednac¢ina u matri¢cnom
obliku

Kao primjer do sada razvijenog formalizma pogledat ¢emo rjesenje Schrodin-
gerove jednacine
59V

0t
i koristiti energetsku reprezentaciju za talasnu funkciju, tj. vlastitu repre-
zentaciju hamiltonijana za koji pretpostavljamo da ne zavisi eksplicitno od
vremena

= Hy, (7.78)

Hip,, = Byt (7.79)

Razvojem talasne funkcije po vlastitim funkcijama hamiltonijana:
= an(t)ha(r), (7.80)
uvrstavanjem u Schrodingerovu jednac¢inu dobijamo

hza“” Un ZEan () (r (7.81)

Mnozenjem sa v i integriranjem nalazimo da je

Oan,(t)
ot

ih = Epan(t). (7.82)

Upravo to sto smo koristili energetsku reprezentaciju od H sa H,., = E,0mn
je razlog zasto diferencijalne jednacine za a,,(t) nisu spregnute (povezane).
Rjesenje jednacine (7.82) je

A (t) = am(0) exp(—iE,,t/h). (7.83)
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Amplitude stacionarnih stanja su vremenski zavisne. Konstanta integri-
ranja se dobila iz pocetnih uslova. Ako koristimo reprezentaciju koja je
razlicita od energetske reprezentacije dobit ¢emo spregnuti sistem diferen-
cijalnih jednacina za amplitude a,,(t).

Sada ¢emo na slican nacin izracunati vremensku promjenu srednje vri-
jednosti operatora L koja je data sa

= / Y LapdV. (7.84)

Uvrstavanjem razvoja (7.80) dobijamo:
— [ X 0unmL Y a3 6 OLman(t), (7.5

gdje smo koristili definiciju (7.18) matri¢nog elementa L,,,. Jednacina (7.85)
daje srednju vrijednost operatora u matricnoj reprezentaciji kao funkciju
vremena. Izvod srednje vrijednosti po vremenu je

d(L . 0Ly day,
Q _ mLmnan + Z al ay, + Z a;Lmn%. (7.86)

dt oot

n,m

Izvodenjem analognom onome kada smo iz jednacine (7.78) dobili relaciju
(7.81) mozemo vremenski izvod koeficijenata a,,(t) predstaviti u obliku

a““ Z Hoypan(t (7.87)

gdje su sa H,; oznaceni matriéni elementi hamiltonijana. Relacija (7.87)
predstavlja Schrodingerovu jednacinu u matriénoj reprezentaciji.b Ova relaci-
ja vrijedi u proizvoljnoj reprezentaciji. U energetskoj reprezentaciji (7.79)
ona se redukuje na sistem nespregnutih diferencijalnih jednacina (7.82). Ako
uvrstimo (7.87) i njoj kompleksno konjugovanu formulu u d(L)/dt, jednaé¢ina
(7.86) dOleaIIlO.

- Z afHY ) Ly + Zam E% “an, —I—% Z ay, L Hpp.

m nk m,n,k
(7.88)

'W. Heisenberg je 1925. godine uveo matri¢ne elemente kao kvantno-mehanicki analog
Fourierovih amplituda iz klasi¢ne mehanike. Upravo onako kako je neka klasi¢na veli¢ina
odredena svojom Fourierovom amplitudom, tako je i odgovarajuca kvantno-mehanicka
velicina data svim svojim matricnim elementima. Heisenberg nije u pocetku koristio
izraz “matriéni element”. Born i Jordan su prvi uocili da su zakoni mnozenja kvantno-
mehanickih veli¢ina koje je dao Heisenberg identi¢ni obi¢cnom matricnom mnozenju. Cijela
ta teorija je dalje razvijena i ¢vrsto ustanovljena u toku 1926. godine pomocéu matri¢nog
rac¢una.
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Posto je hamiltonijan hermitski operator to je

H . = Hppn, (7.89)
tako da, uz promjenu redoslijeda indeksa [m,n,k — n,k,m u prvom ¢lanu
na desnoj strani u jednacini (7.88)], dobijamo:

d(L) ) R
=D ot ; ar, ; (L Hte — Lo Honn) @z (7.90)

m,n

Koristedi pravilo mnozenja matrica i uvodeci proizvode operatora gornja rela-
cija se moze svesti na

d(L . Ly, 1 o
L) _ N~ e Lo — z;am(LH —HL)par.  (7.91)

dt oot

m,

Kombinujuéi dvostruku sumu i uvodeéi komutator [H, L] dobijamo

d(L) . [OLpie i n -
o —Zam{ +ﬁ[H7L]mk}ak' (7.92)

Stavljajuéi d(L)/dt = (dL/dt) i koristeé¢i jednacinu (7.85) dobijamo slijedeéi
rezultat za matri¢ni element vremenske promjene operatora:

dL oL i A a
dLy _OLwn i .
(dt) o T UL Llmn (7.93)

Ovaj rezultat smo ve¢ koristili kada smo razmatrali Ehrenfestov teorem.
Ovdje smo ga predstavili u matri¢cnom obliku.

7.6 Schrodingerova reprezentacija

U dosadasnjem opisu dinamicke evolucije fizikalnog sistema koristili smo vre-
menski zavisne funkcije stanja 1(r,t). Fizikalne velicine, bar one koje ne
zavise eksplicitno od vremena, su opisivane sa vremenski nezavisnim opera-
torima. Takav tip opisivanja nazivamo Schrodingerovom reprezentacijom ili
Schraodingerovom slikom.
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7.7 Heisenbergova reprezentacija

U Heisenbergovoj reprezentaciji (Heisenbergovoj slici) situacija je obrnuta u
odnosu na Schrodingerovu: talasne funkcije su vremenski nezavisne, a di-
namicka evolucija je opisana vremenski zavisnim operatorima.

Ove dvije reprezentacije su u potpunosti ekvivalentne pri opisu sistema i
vode na iste o¢ekivane vrijednosti, iste spektre itd. Prelaz sa jedne reprezenta-
cije na drugu je dat unitarnom vremenski zavisnom transformacijom, kao sto
¢emo pokazati u narednom dijelu ovoga odjeljka.

Da bismo objasnili razlicite tipove reprezentacija analizirat ¢emo matric¢ni
element nekog operatora L:

Ly (t) = / Wr (x,t) L, (r, t)dV. (7.94)

Talasnu funkciju ¢emo predstaviti u energetskoj reprezentaciji

Ym(r,t) = VY (r) exp (—iE,t/h) . (7.95)

Vremenska zavisnost stacionarnih stanja je data eksponencijalnim faktorom.
Uvrstavanjem te relacije u integral (7.94) dobijamo

Lpn(t) = / V* (r) exp (iEpt/h) Lipy (r) exp (—iE,t /h) dV
- / ) Lexp [i( By — Bt /R 0a(r)dV,  t.
Lom(t) = / G (0) L (£ (). (7.96)

Naravno, matriéni element se nije promijenio pri ovim manipulacijama. Jed-
nacine (7.94) i (7.96) se razlikuju samo po tome da je u slucéaju (7.94) vre-
menski zavisna talasna funkcija v, (r, t), a u sluéaju (7.96) operator Ly (t) je
zavisan od vremena. Prema tome, operator u Heisenbergovoj reprezentaciji
je

L — Ly(t) = Lexp[i(E, — E,)t/h]. (7.97)

Ovo vrijedi za operatore koji ne zavise eksplicitno od vremena. U opStem
slucaju prelaz sa Heisenbergove na Schrodingerovu sliku opisujemo unitarnom
transformacijom. Pomoc¢u operatora

S = exp(—iHt/h) (7.98)

dobijamo

Vi (r) = S~ Mg (r, t) (7.99)
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za talasnu funkciju, a

Ly(t) = S~ (t)LS(t) (7.100)

za operatore. Ovdje indeks H oznacava Heisenbergovu a indeks S Schrodin-
gerovu sliku. Poredenje (7.96) i (7.97) pokazuje da je transformacija (7.100)
ispravna u energetskoj reprezentaciji.

7.8 Reprezentacija medudjelovanja

Sistem ¢iji se hamiltonijan moze razdvojiti na jedan osnovni dio Hy i na
dodatnu interakciju V: R R X
H=Hy+V, (7.101)

moze se opisati pomocéu tzv. reprezentacije (slike) medudjelovanja koja se
jos naziva i interakciona reprezentacija (slika). U toj slici i talasne funkcije
i operatori su vremenski zavisni. Interakciona reprezentacija se dobija iz
Schroédingerove pomocéu unitarne transformacije

S; = exp (—iﬁot/h) . (7.102)
Ova jednacina je analogna (7.98). Kaoiu (7.99) za talasnu funkciju dobijamo

Yy (r,t) = Sy lps(r, 1), (7.103)

a operator u interakcionoj slici je dat sa

A A

Li(t) = S7H(t)LsS;(t), (7.104)

sto je analogno relaciji (7.100).



